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Resumen

En esta tesis daremos los fundamentos básicos del problema de la resolución de la ecuación

cohomológica y nos focalizaremos en el problema inverso de conocer que campos de vectores

están libres de cohomoloǵıa. Mostraremos avances recientes hacia la prueba de la conjetura

de Katok que dice que los campos de vectores libres de cohomoloǵıa son C∞ conjugados a

campos de vectores Diofantinos en toros. Al final mostraremos que existe una conjugación

diferenciable (en el sentido Chen-Iglesias) entre la dinámica de un campo sin cohomoloǵıa y

la dinámica lineal en un grupo abeliano.

2
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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis de maestŕıa estudiaremos el problema de la resolución de la ecuación coho-

mológica con énfasis en estudiar los campos de vectores C∞ que son libre de cohomoloǵıa,

mostrando cuales son los avances que hay hacia una prueba de la caracterización que pro-

pone Katok. Katok en [7] conjetura que un campo de vectores C∞ en una variedad cerrada y

orientable es libre de cohomoloǵıa si y solamente si es C∞ conjugado a un campo de vectores

constante con dirección Diofantina en un toro.

En el caṕıtulo 1 daremos las definiciones, algunos ejemplos donde se conocen la obstruc-

ciones para resolver la ecuación cohomológica y mostraremos como aparecen naturalmente

las distribuciones invariantes, generalizando a las medidas invariantes, como obstrucciones

para resolver la ecuación cohomológica en la categoria C∞.

En el caṕıtulo 2 mostraremos los ejemplos conocidos de campos libres de cohomoloǵıa

y probaremos propiedades generales de estos campos, como que su flujo generado preserva

una forma de volumen invariante y es minimal. También probaremos un teorema debido a

F.Hertz-J.Hertz [5] que muestra que si X es un campo libre de cohomoloǵıa en una variedad

cerrada y orientable M , entonces el flujo φX es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en

el toro Tβ1 donde β1 es el primer número de Betti de M y además la semiconjugación es un

fibrado.

En el caṕıtulo 3 daremos parte de la prueba de que la conjetura de Katok es cierta en

dimensión 3. Esto lo hicieron Forni y Kocsard en forma independiente en [2] y [8], trabajos

que seguiremos. La prueba se basa en discutir según el primer número de Betti de M y uti-

lizar la semiconjugación construida en el caṕıtulo 2. Nosotros trataremos los casos número

de Betti igual a 1, 2 y 3.

4



En el caṕıtulo 4, probaremos que un flujo generado por un campo libre de cohomoloǵıa

admite una linealización cont́ınua en un grupo abeliano no Hausdorff, trabajo realizado

en forma conjunta entre Livio Flaminio y Miguel Paternain que seguiremos de [1] . En el

caṕıtulo 5 daremos las bases de la teoŕıa de los espacios difeológicos, versiones abstractas

de las variedades diferenciables. Finalmente en el caṕıtulo 6 probaremos que en el contexto

abstracto de los espacios difeológicos la linealización del caṕıtulo 4 es diferenciable.

1.1. Definiciones

A no ser que se especifique lo contrario, M será un variedad diferenciable, que será de clase

C∞, al igual que todos los mapas que consideraremos. Estudiaremos acciones φ : G×M →M ,

donde G = Z o R.

Un cociclo sobre φ es un mapa ψ : G×M → R que verifica:

Ψ(g1 + g2, p)= Ψ(g2, φ(g1, p))+Ψ(g1, p).

Diremos que un cociclo Ψ es un coborde, si existe h : M → R de forma que Ψ(g, p) =

h(φ(g, p))− h(p).

Es directo de la definición que los cociclos vistos como funciones reales, son un espacio vecto-

rial. Diremos que dos cociclos Ψ1 y Ψ2 son cohomólogos si el cociclo Ψ1−Ψ2 es un coborde.

Observar que el conjunto de cobordes es un subespacio vectorial del espacio de cociclos, al

cociente del espacio de cociclos por el espacio de cobordes se le llama grupo de cohomoloǵıa

de φ.

Si tenemos un cociclo Ψ: Z×M → R este queda determinado por su ”función generadora”Ψ(1, ·)
ya que Ψ(n, x) =

∑n−1
i=0 Ψ(1, φ(i, p)) para n > 0 y Ψ(n, x) = −

∑−1
i=n Ψ(1, φ(i, x)) para n < 0.

De manera rećıproca, dada h : M → R podemos definir un cociclo Ψ: Z×M → R de forma

que Ψ(1, ·) = h de la siguiente manera: Ψ(n, p) =
∑n−1

i=0 h(φ(i, p)) si n ≥ 1, Ψ(0, p) = 0, y

Ψ(n, p) = −
∑−1

i=n h(φ(i, p)) si n ≤ −1.

5



Un cociclo Ψ sobre una acción φ de R, queda determinado por Ψt(0, ·) ya que Ψ(t, x) =∫ t
0

Ψt(s, x)ds y Ψt(s, x) = Ψt(0, φ(s, x)). Reciprocamente dada h : M → R podemos definir

un cociclo Ψ de forma que h = Ψ(0, ·) como Ψ(t, x) =
∫ t

0
h(φ(s, x))ds

Estamos interesados en, dado un cociclo saber si es o no un coborde. Esto es, dada

Ψ: G ×M → R buscamos u : M → R tal que Ψ(g, p) = u(φ(g, p)) − u(p). Como los coci-

clos quedan definidos por sus funciones generadoras, alcanza con hallar u : M → R tal que

Ψ(1, ·) = u(φ(1, ·)) − u para el caso Z, y Ψt(0, ·) = LXu cuando G = R. Hallar la función

u antedicha será lo que llamaremos resolver la ecuación cohomológica. Al grupo de coho-

moloǵıa de φ se lo puede ver como el espacio de las obstrucciones para resolver la ecuación

cohomológica.

Existe un diccionario entre los cociclos sobre φ y las extensiones de φ con traslaciones en

R que nos permite pensar dinámicamente los cociclos.

Proposición 1.1.1. Si φ : G×M →M es una acción y h : G×M → R es un cociclo sobre φ,

entonces el mapa φh : G×(M×R)→ (M×R) definido como φh(g, (p, t)) = (φ(g, p), t+h(g, p))

es una acción. De forma análoga, si ψ : G× (M ×R)→ (M ×R) es una acción de la forma

ψ(g, (p, t)) = (φ(g, p), t+ h(g, p)), entonces h : G×M → R es un cociclo, además φh = ψ.

Demostración.Primero veamos que φh es una acción, esto es:

φh(g2, φh(g1, (p, t))) = φh(g2, (φ(g1, p), t+h(g1, p))) = (φ(g1+g2, p), t+h(g1, p)+h(g2, φ(g1, p))) =

(φ(g1 + g2, p), t+ h(g1 + g2, p)) = φh(g1 + g2, (p, t)). La prueba de que h : G×M → R en la

definición de ψ es un cociclo es directa de plantear que ψ es una acción.

�

Dadas dos extensiones de φ por traslaciones φh1 y φh2 , diremos que son equivalentes, si

existe ψ : M × R→ M × R de la forma ψ(p, t) = (p, t + h(p)) que las conjuga. La siguiente

proposición completa el diccionario.

Proposición 1.1.2. Sea φ : G ×M → M una acción y h1, h2 : G ×M → R dos cociclos

sobre φ. Entonces h1 es cohomologo a h2 si y solamente si φh1 y φh2 son equivalentes. En

particular, un cociclo h es un coborde si φh es conjugado a la extensión trivial.

Demostración.Dada h : M → R, definiremos ψh : (M × R) → (M × R) como ψh(p, t) =

(p, t+ h(p)) y h : G×M → R como el coborde h(g, p) = h(φ(g, p))− h(p). Tomemos ahora

h : M → R y conjuguemos la acción φh1 por alguna ψh, esto nos da otra extensión por
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traslaciones de φ que llamaremos φh1 y está definida como:

φh1(g, (p, t)) = ψ−1
h ◦ φh1(g, (p, t + h(p))) = ψ−1

h ◦ (φ(g, p), t + h(p) + h1(g, p)) = (φ(g, p), t +

h1(g, p) − (h(φ(g, p)) − h(p))). Observar que por lo tanto φh1 = φh1−h de lo que podemos

concluir que a extensiones equivalentes corresponden cociclos cohomologos.

Rećıprocamente, dados dos cociclos cohomologos h1, h2, consideremos el coborde h = h1−h2,

luego h2 = h1 − h por lo que si conjugamos φh1 con ψh obtenemos φh1 = φh1−h = φh2 de lo

que concluimos que a cociclos cohomologos corresponden extensiones equivalentes.

Finalmente, como los cobordes son exactamente los cociclos cohomologos al cociclo nulo, y

la extensión del cociclo nulo es la extensión trivial, tenemos que los cobordes son aquellos

cociclos cuya extensión es equivalente a la extensión trivial.

�

Hasta ahora todo se podŕıa haber hecho en otras categoŕıas, como por ejemplo: variedades

Cr y acciones Cr, espacios topológicos compactos y acciones cont́ınuas, espacios métricos y

transformaciones bi-Lipschitz. También se puede estudiar cociclos con menos regularidad que

las acciones, y cobordes con menos regularidad de los cociclos. Nosotros optamos por definir

los objetos como aparecerán en la gran parte de la tesis y hacer las salvedades necesarias

cuando no sea el caso.

Si el lector quiere ver estas definiciones en toda su generalidad puede hacerlo en [7].
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1.2. Obstrucciones a la resolución de la ecuación coho-

mológica

Nos planteamos ahora el problema de describir cuales son las obstrucciones para resolver

la ecuación cohomológica. Esto es, qué debe cumplir ϕ : M → R para que exista u : M → R
de forma que ϕ = u(φ(1, ·))− u(·) en el caso discreto y ϕ = LX(u) en el caso cont́ınuo.

Para intentar comprender el problema, empezaremos por considerar acciones en espacios con

poca estructura.

Para empezar, sea X un conjunto y φ : Z ×X → X una acción. Llamemos f a φ(1, ·). Sea

ϕ : X → R, y supongamos que existe u : X → R de forma que ϕ = u ◦ f − u. Si tenemos

x ∈ X y n ∈ N tal que fn(x) = x, entonces
∑n−1

i=0 ϕ(f i(x)) =
∑n−1

i=0 u◦f i+1(x)−u◦f i(x) = 0

lo que nos da la primera obstrucción para resolver la ecuación cohomológica, incluso bus-

cando soluciones sin estructura alguna. Llamaremos a esta obstrucción la obstrucción de la

órbita periódica, esto es: Para resolver la ecuación cohomológica es condición necesaria que si

x ∈ X es periódico de peŕıodo n, entonces
∑n−1

i=0 ϕ(f i(x)) = 0. Si no tenemos la obstrucción

de la órbita periódica y queremos resolver la ecuación en el caso de acciones en conjuntos

sin estructura, podemos tomar una sección A del espacio de órbitas (tomar un elemento de

cada órbita), definir u|A ≡ 0 y después extender f de forma que se cumpla la ecuación.

Consideremos ahora el caso en que X es un espacio topológico compacto y φ : Z×X → X

es una acción cont́ınua. Notemos C0(X,R) al conjunto de las funciones reales cont́ınuas de

X. Llamemos nuevamente f a φ(1, ·). Estudiaremos la cohomoloǵıa de cociclos cont́ınu-

os, esto es: consideraremos cociclos ψ : Z × X → R cont́ınuos módulo cobordes cont́ınuos.

Luego, el problema luce idéntico, dada ϕ ∈ C0(X,R), hallar u ∈ C0(X,R) de forma que

ϕ = u ◦ f − u. Supongamos entonces que tenemos ϕ = u ◦ f − u con u, ϕ ∈ C0(X,R), luego

u(fn(x)) − u(x) =
∑n−1

i=0 ϕ(f i(x)). Como u es cont́ınua y X compacto, podemos considerar

‖u‖∞ = max{|u(x)| : x ∈ X}, y obtener |
∑n−1

i=0 ϕ(f i(x))| = |u(fn(x)) − u(x)| ≤ 2‖u‖∞.

Llamaremos a esta obstrucción, la obstrucción de la suma orbital acotada.

Si f : X → X es un homeomorfismo y ϕ ∈ C0(X,R) definamos Sn(ϕ) =
∑n−1

i=0 ϕ ◦ f i. El

siguiente teorema debido a Gostchalk-Hedlund prueba que la obstrucción de la suma orbital

acotada es la única, en el caso de acciones minimales de Z en espacios topológicos compactos.

Teorema 1.2.1. Sea X es un espacio topológico compacto y f : X → X un homeomorfismo

minimal. ϕ ∈ C0(X,R) es un coborde si y solamente si existe K > 0 tal que ‖ Sn(ϕ) ‖∞< K

para todo n > 0.
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Demostración.Consideremos fϕ : X × R → X × R el skew-product por traslaciones aso-

ciado al cociclo generado por ϕ. Tomemos ahora (p, 0) ∈ X × R y consideremos su ω-ĺımite

ω(p, 0). Como Sn(ϕ) < K para todo n, tenemos que las órbitas de fϕ están acotadas y por

tanto ω(p, 0) es un compacto invariante para fϕ.

Afirmación: C = ω(p, 0) ∩ {p} × R es un subgrupo. Para ver esto tomemos (p, x), (p, y) ∈ C.

Sea fnkϕ (p, 0) → (p, x), como fϕ conmuta con las traslaciones en las fibras, tenemos que

fnkϕ (p, y)→ (p, x+ y) ∈ ω(p, 0) ya que (p, y) ∈ ω(p, 0) que es compacto e invariante.

Luego, como ω(p, 0) es compacto tenemos que C = (p, 0).

Veamos que de hecho, ω(p, 0)∩{q}×R consiste de un solo punto para todo q ∈ X. Supong-

amos por absurdo que tenemos {(q, x), (q, y)} ⊆ D = ω(p, 0)∩ {q}×R. Como f es minimal,

existe mk →∞ tal que fmk(q)→ p. Ahora, como (q, x) ∈ ω(p, 0) que es compacto e invari-

ante, fmkϕ (q, x) acumula en ω(p, 0) ∩ {p} × R y por tanto fmkϕ (q, x) → (p, 0). Pero como fϕ

conmuta con las traslaciones, tenemos que fmkϕ (q, y) → (p, y − x) /∈ ω(p, 0). Como ω(p, 0)

es un compacto que se proyecta en forma biyectiva sobre X, es el gráfico de ψ ∈ C0(X,R).

Finalmente tenemos que ψ(f(x))− ψ(x) = ϕ(x) como queŕıamos probar.

�

Observación 1.2.1. El teorema es cierto para acciones cont́ınuas y la prueba se adapta com-

pletamente.

Definición 1.2.1. Si Λ es un espacio métrico y α ∈ (0, 1] diremos que f : Λ→ R es α-Holder

si existe K > 0 de forma que |f(x), f(y)| < Kd(x, y)α para todo par x, y ∈ Λ.

Observar que si f es un homeomorfismo bi-Lipschitz de un espacio métrico, entonces si

u es α-Holder u ◦ f también lo es, por lo que podemos considerar la cohomoloǵıa α-Holder

de f .

Veamos a continuación un ejemplo en el que la obstrucción de la órbita periódica es la única

para resolver la ecuación cohomológica con cociclos de regularidad Holder en piezas básicas

localmente maximales de difeomorfismos.

Sea M una variedad Riemanniana, f : M → M un difeomorfismo y Λ ⊆ M un conjunto

hiperbólico topológicamente transitivo localmente maximal de f . Podemos considerar en M

una métrica adaptada de forma que existe un δ > 0 y 0 < λ < 1 tal que si x, y ∈ Λ

verifican d(fk(x), fk(y)) < δ para k ∈ [−n,m], entonces d(fm(x), fm(y)) > d(x, y)λ−m, o

d(f−n(x), f−n(y)) > d(x, y)λ−n.
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Definición 1.2.2. Una ε-pseudo órbita periódica para f es una sucesión (x0, ..., xn) en M

donde x0 = xn que verifica d(f(xn), xn+1) < ε, para n = 0, ..., n− 1.

La propiedad del sombreado de pseudo órbitas que tienen los conjuntos hiperbólicos junto

con la expansividad de los mismos dan la siguiente

Proposición 1.2.2. Si Λ es un conjunto hiperbólico localmente maximal de un difeomorfismo

f , existen C, ε0 > 0 tal que si ε < ε0 y xn ⊆ Λ es una ε-pseudo órbita periódica, entonces

existe y ∈ Λ que verifica fn(y) = y y además d(xn, f
n(y)) < Cε

Para el caso de una órbita que vuelve cerca tenemos el siguiente resultado más fino

Proposición 1.2.3. Si Λ es un conjunto hiperbólico localmente maximal de un difeomorfismo

f , existen C, ε > 0 y 0 < λ < 1 tal que si x ∈ Λ verifica que d(x, fn(x)) < ε, entonces existe

y ∈ Λ que verifica fn(y) = y y además d(fk(x), fk(y)) < C ′µmin(k,n−k)d(x, fn(x))

Demostración.Tomemos un δ > 0 de forma que existe 0 < λ < 1 tal que si x, y ∈ Λ

verifican d(fk(x), fk(y)) < δ para k ∈ [−n,m], entonces d(fm(x), fm(y)) > d(x, y)λ−m,

o d(f−n(x), f−n(y)) > d(x, y)λ−n. Definamos ahora ε = δ/C siendo C la constante de la

proposición 1.2.2. Tomemos ahora x ∈ Λ y n > 0 tal que d(x, fn(x)) < ε0. La proposi-

ción 1.2.2 nos dice que existe y ∈ Λ tal que fn(y) = y y además d(fk(x), fk(y)) <

Cd(x, fn(x)) < Cε0 = δ para k ∈ {0, ..., n}. Por la elección de la métrica adaptada ten-

emos que d(f i(x), f i(y)) < d(x, y)λi o d(f i(x), f i(y)) < d(fn(x), fn(y))λn−i, por lo tanto

d(f i(x), f i(y)) < Cd(x, fn(x))λmin{i,n−i}

�

Finalmente podemos probar el siguiente teorema debido a Livschitz

Teorema 1.2.4. Sea Λ un conjunto hiperbólico topológicamente transitivo y localmente max-

imal de un difeomorfismo f : M → M , y ϕ : Λ → R una función α-Holder. Entonces

si
∑Per(p)−1

i=0 ϕ(f i(p)) = 0 para todo p ∈ Λ periódico existe ψ : Λ → R α-Holder tal que

ψ ◦ f − ψ = ϕ

Demostración. Tomemos x ∈ Λ órbita densa de f y definamos h : O(x) → R como

h(fn(x)) =
∑n−1

i=0 ϕ(f i(x)) para n ∈ Z+, h(fm(x)) = −
∑−1

i=m ϕ(f i(x)) para m ∈ Z− y g(x) =

0. Probaremos que h es α-Holder. Para esto, consideremos C, ε y λ como en la proposición

1.2.3. Tomemos ahora fm(x) y fn(x) con d(fm(x), fn(x)) < ε. La proposición 1.2.3 nos da

y ∈ Λ tal que fn−m(y) = y, y además d(fm+k(x), fk(y)) < Cλmin{k,n−m−k}d(fm(x), fn(x)).

Sea M > 0 tal que |ϕ(x)− ϕ(y)| < Md(x, y)α. Luego
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|h(fm(x))−h(fn(y))| = |
∑n−m−1

i=0 ϕ(fm+i(x))| = |
∑n−m−1

i=0 ϕ(fm+i(x))−ϕ(f i(y))+ϕ(f i(y))| ≤
|
∑n−m−1

i=0 ϕ(fm+i(x))−ϕ(f i(y))|+ |
∑n−m−1

i=0 ϕ(f i(y))| ≤
∑n−m−1

i=0 |ϕ(fm+i(x))−ϕ(f i(y))| ≤∑n−m−1
i=0 MCαλαmin{k,n−m−k}d(fm(x), fn(x))α ≤MCα

∑n−m−1
i=0 λαmin{k,n−m−k}d(fm(x), fn(x)) ≤

2MCα/(1− λα)d(fm(x), fn(x)).

Como h es α-Holder, es uniformemente cont́ınua y por ende se extiende a Λ en forma cont́ınua

a ψ : Λ→ R que de hecho es α-Holder. Finalmente ψ ◦ f − ψ = ϕ ya que ψ ◦ f − ψ y ϕ son

dos funciones cont́ınuas que coinciden en un denso.

�

Sea X un espacio topológico compacto y φ : G × X → X una acción cont́ınua de Z o

R. Llamemos f a φ(1, ·) en el caso discreto. Observar que la obstrucción de la suma orbital

acotada implica que los promedios de Birkhoff sobre las órbitas tienden a cero. Esto, junto

con el teorema ergódico de Birkhoff nos da una nueva obstrucción que es la de la medida

invariante. Esto es, dada φ ∈ C0(X,R), si buscamos u ∈ C0(X,R) de forma que u◦f−u = ϕ,

o u(φ(t, x)) − u(x) =
∫ t

0
ϕ(φ(s, x))ds en el caso cont́ınuo, entonces

∫
X
ϕdµ = 0 para toda

medida de probabildad de Borel invariante por φ.

Observar que la obstrucción de la órbita periódica es un caso particular de este tipo de

obstrucciones.

Supongamos ahora que M es una variedad C∞ y X ∈ χ(M) un campo de vectores

C∞. Sea φX el flujo generado por X y M las medidas de probabilidad de Borel invariantes

por φX . Notemos LX al operador derivada de Lie LX : C∞(M) → C∞(M) definido como

LX(φ) = X(φ), observar que ImLX es el conjunto de cobordes.

Consideremos la topoloǵıa C∞ en C∞(M) y su espacio dual

(C∞(M))∗ = {ψ : C∞(M)→ R cont́ınuas}, que llamaremos espacio de distribuciones de M

Definiremos entonces las distribuciones invariantes, que generalizarán las medidas invari-

antes.

Definición 1.2.3. Dada ψ ∈ (C∞(M))∗ diremos que es φX-invariante si ψ|ImLX ≡ 0.

Proposición 1.2.5. ψ ∈ (C∞(M))∗ es φX-invariante sii ψ(f) = ψ(f ◦ φXt ) para toda f ∈
C∞(M) y todo t ∈ R.

Demostración.Tomemos entonces ψ ∈ (C∞(M))∗. Dada f ∈ C∞(M), consideremos los

mapas auxiliares Hf : M × R → R definido como Hf (p, t) = f(φX(t, p)), y Gf : R → R
definido como Gf (t) = ψ(Hf (·, t)).
(Gf (t+ δ)−Gf (t))/δ = ψ((f ◦ φXt+δ − φ ◦ φXt )/δ).

11



Como (f ◦ φXt+δ − φ ◦ φXt )/δ →δ→0 LX(f ◦ φXt ) en la topoloǵıa C∞ tenemos que (Gf (t+ δ)−
Gf (t))/δ → ψ(LX(f ◦ φXt )). Por lo tanto ψ(f) = ψ(f ◦ φXt ) para toda f ∈ C∞(M) y todo

t ∈ R sii Gf es constante para toda f ∈ C∞(M) sii ψImLX ≡ 0.

�

Si notamos C0(M)+ al conjunto de funciones reales cont́ınuas y positivas de M espacio,

recordemos que el teorema de representación de Riesz nos permite ver a las medidas de Borel

sobre M como B = {T ∈ C0(M,R)∗ : T|C0(M)+ ≥ 0}.
Consideremos ahora la inclusión i : C∞(M) → C0(M,R), i es cont́ınua si consideramos las

topoloǵıas C∞ y C0 respectivamente, por tanto podemos considerar el pull-back i∗(B) ⊆
(C∞(M))∗. i∗ es inyectivo porque C∞(M) es C0-denso en C0(M). Luego podemos ver a las

medidas de Borel como distribuciones de M mediante la identificación µ 7→ ψµ : C∞(M)→ R
donde ψµ(φ) =

∫
M
φdµ.

El siguiente corolario muestra que las medidas invariantes son aquellas que vistas como

distribuciones son invariantes.

Corolario 1.2.6. Si µ es una medida de probabilidad de Borel, entonces µ ∈ M si y sola-

mente si
∫
M
LX(ϕ)dµ = 0 para toda ϕ ∈ C∞(M)

Observar que como las distribuciones son cont́ınuas, una distribucion invariante debe

anularse en ImLX por lo que si ImLX no es cerrado, las distribuciones no alcanzan para

caracterizar a los cobordes. Por suerte tenemos la siguiente

Proposición 1.2.7. Cuando ImLX es cerrada para la topoloǵıa C∞, las distribuciones in-

variantes son todas las obstrucciones para resolver la ecuación cohomológica.

Demostración.Supongamos que f no pertenece a ImLX , definamos entonces el subespacio

cerrado S = ImLX ⊕Rf y T̂ : S → R tal que T̂|ImLX = 0 y T̂ (f) = 1. Finalmente el teorema

de Hahn-Banach permite extender este funcional a un elemento T de C∞(M)∗ que se anula

en ImLX (y por tanto es φX-invariante) y tal que T (f) 6= 0

�

En conclusión, las distribuciones invariantes detectan los cociclos que no son C∞ aprox-

imables por cobordes.
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Caṕıtulo 2

Campos libres de cohomoloǵıa

Observar que si f ∈ C∞(M) es la función constante k 6= 0, entonces f no es un coborde,

si se quiere por la obstrucción de la suma orbital acotada.

Esto implica que C∞(M)/LX(C∞(M)) tiene al menos dimensión uno.

Definición 2.0.4. Diremos que un campo X ∈ χ∞(M) es libre de cohomoloǵıa si

C∞(M)/LX(C∞(M)) ' R. Esto quiere decir que dada f ∈ C∞(M), existe cf ∈ R y u ∈
C∞(M) tal que LX(u) = f − cf .

Lo primero que surge en función de lo visto en el caṕıtulo anterior es que si X es un campo

libre de cohomoloǵıa, entonces es únicamente ergódico, más aún, es ”distribucionalmente

únicamente ergódico”(el espacio de distribuciones invariantes es de dimensión uno).

2.1. Ejemplos

En esta sección veremos los ejemplos conocidos de campos libre de cohomoloǵıa. Estos son

campos de vectores constantes del toro (invariantes por traslaciones) que además cumplen

una propiedad aritmética, son Diofantinos.

Veamos entonces los ejemplos conocidos de campos libres de cohomoloǵıa, para esto

consideremos M = Tn = Rn/Zn, y Xα ∈ χ∞(M) un campo constante Xα ≡ α, donde

α = (α1, ..., αn) y estamos considerando la trivialización TTn = T n × Rn.

Veremos como luce el mapa LXα : C∞(Tn)→ C∞(Tn) a nivel de series de Fourier. Para esto,

antes recordemos lo siguiente.

L2(Tn) tiene una base ortonormal dada por las funciones {ek1,...,kn : (k1, ..., kn) ∈ Zn} definidas

como ek1,...,kn(a1, ..., an) = exp (2πi〈(k1, ..., kn), (a1, ..., an)〉), y dentro de L2(Tn), f es de clase
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C∞ si y solamente si su serie de Fourier f̂ : Zn → C verifica que

ĺım‖(k1,...,kn)‖→∞ f̂(k1, ..., kn)‖(k1, ..., kn)‖m = 0 para todo m ∈ N.

Llamemos entonces S al subespacio de aquellas series que representan funciones de clase

C∞ del toro Tn.

Esto es S = {f̂ : Zn → C : ĺım‖(k1,...,kn)‖→∞ f̂(k1, ..., kn)‖(k1, ..., kn)‖m = 0,∀m ∈ N},
y llamemos τ al mapa τ : C∞(Tn)→ S que a cada función de clase C∞ le asocia su serie de

Fourier. Continuando con la descripción del mapa LXα a nivel de series de Fourier, lo que

precisamos es entonces un mapa ˆLXα : S→ S tal que τ ◦ LXα = ˆLXα ◦ τ .

Utilizando la fórmula de integración por partes tenemos que ∂/∂xiek1,...,kn = (2πi)kiek1,...,kn ,

de lo que deducimos que ˆLXα({ak1,...,kn}) = {2πi〈α, (k1, ..., kn)〉ak1,...,kn}.
Por lo tanto si {ak1,...,kn} ∈ Im ˆLXα entonces ak1,...,kn = 0 para todo (k1, ..., kn) ∈ Zn tal que

〈α, (k1, ..., kn)〉 = 0. Esto es, si f ∈ ImLXα y 〈α, (k1, ..., kn)〉 = 0 entonces 0 = f̂(k1, ..., kn) =∫
Tn fek1,...,kndLeb lo que nos da que Re(f̂(k1, ..., kn)) e Im(f̂(k1, ..., kn)) son dos distribuciones

reales invariantes. Cuando (k1, ..., kn) = (0, ..., 0) tenemos obviamente que 〈α, (0, ..., 0)〉 =

0, pero en este caso Re(f̂(0, ..., 0)) es la distribucion construida a partir de la medida de

Lebesgue e Im(f̂(0, ..., 0)) ≡ 0.

Tenemos entonces que si Xα ∈ χ(Tn) es libre de cohomoloǵıa, entonces 〈α, (k1, ..., kn)〉 6= 0

para todo (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0). A un vector como ese lo llamaremos totalmente irracional.

Lo anterior también puede verse observando que si α no es totalmente irracional, entonces el

flujo generado por Xα no es minimal, lo que permitiŕıa construir otra distribución (en reali-

dad medida) invariante por Xα además de la construida a partir de la medida de Lebesgue

en el toro.

Supongamos entonces que tenemos un vector α totalmente irracional, y que f, u ∈ C∞(Tn)

verifican LX(u) = f , entonces û(k1, ..., kn) = f̂(k1, ..., kn)/(2πi〈α, (k1, ..., kn)〉) para todo

(k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).

Definición 2.1.1. Dado α ∈ Rn, diremos que es Diofantino si ∃C, α > 0 de forma que

〈α, (k1, ..., kn)〉 ≥ C/ ‖ (k1, ..., kn) ‖−α. A los vectores que no son diofantinos los llamaremos

de Liouville.

Proposición 2.1.1. Sea Xα ∈ χ(Tn) un campo constante. Entonces Xα es libre de coho-

moloǵıa si y solamente si α es un vector diofantino.

Demostración. Supongamos primero que α es diofantino y que tenemos f ∈ C∞(Tn).

Sea cf =
∫
Tn fdLeb. Luego, ˆ(f − cf )(0, ..., 0) = 0. Ahora definamos û : Zn → C como

14



û(0, ..., 0) = 0, y û(k1, ..., kn) = f̂(k1, ..., kn)/(2πi < α, (k1, ..., kn) >) si (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).

Por ser α diofantino (2πi〈α, (k1, ..., kn)〉)−1 < K‖(k1, ..., kn)‖α por lo que û sigue teniendo

decrecimiento sub polinomial, por lo que û ∈ S. Entonces u = τ−1(û) ∈ C∞(Tn) verifica

LX(u) = f − cf .
Supongamos ahora que α ∈ Rn es de Liouville. Si α no es totalmente irracional, se puede

construir una medida invariante soportada en la clausura de una órbita no densa, por lo que

no seŕıa únicamente ergódico (ya que la medida de Lebesgue es invariante) y por tanto no

seŕıa libre de cohomoloǵıa.

Por tanto supongamos que α es totalmente irracional. Construiremos φ : Zn → C, φ ∈ S

y φ(0, ..., 0) = 0, pero que su preimagen formal ψ = φ/2πi < α, (k1, ..., kn) > ni siquiera

verifica que ‖ ψ(k1, ..., kn) ‖→ 0 cuando ‖ (k1, ..., kn) ‖→ +∞.

Como α es Liouville existe {(ki1, ..., kin)}i∈N estrictamente creciente en norma y tal que

|< α, (ki1, ..., k
i
n) >|≤ ‖ (ki1, ..., k

i
n) ‖−i.

Luego φ : Zn → C definida como φ(ki1, ..., k
i
n) = ‖ (ki1, ..., k

i
n) ‖−i y φ(k1, ..., kn) = 0 si

(k1, ..., kn) 6= (ki1, ..., k
i
n) ∀i ∈ N, está claramente en S, pero ψ = φ/2πi < α, (k1, ..., kn) >

verifica que | ψ(ki1, ..., k
i
n) |> 1 ∀i ∈ N

�

De ahora en más cuando hablemos de un campo Diofantino en Tn nos estaremos refiriendo

a un campo constante Diofantino.

Observación 2.1.1. El conjunto de vectores Diofantinos de Rn es un conjunto de medida

total, mientras que los vectores de Liouville son un conjunto residual.

En el caso Liouville, si bien el campo no es libre de cohomoloǵıa, esto no se puede percibir

a nivel de distribuciones debido a la siguiente

Proposición 2.1.2. Si Xα ∈ χ(Tn) es un campo constante totalmente irracional, entonces

la única distribución invariante por φX es el espacio de distribuciones generado por la medida

de Lebesgue.

Demostración. Dada f ∈ C∞(Tn) sea Sm(f) =
∑
‖(k1,...,kn)‖≤m f̂(k1, ..., kn)ek1,...,kn su m-

ésima suma de Fourier. Es un resultado clásico de la teoŕıa de series de Fourier que Sm(f)→ f

en la topoloǵıa C∞, por tanto ImLXα = {f ∈ C∞(Tn) tal que
∫
Tn fdLeb = 0} = kerψ si ψ

es invariante.

�

Katok conjeturó que si tenemos un campo de vectores libre de cohomoloǵıa en una variedad

cerrada y orientable, entonces M ' Tn y el campo X es C∞ conjugado a un campo constante
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Diofantino.

Definición 2.1.2. Un difeomorfismo C∞ f de una variedad diferenciable C∞ N es libre de

cohomoloǵıa si C∞(N)/Im∆f ' R donde ∆f : C∞(Σ)→ C∞(Σ) es ∆f(h) = h ◦ f − h.

Veremos de aqúı a poco una proposición que nos permitirá a traves de la suspensión,

construir flujos libres de cohomoloǵıa a partir de difeomorfismos libres de cohomoloǵıa y

viceversa, a traves de mapas de retorno de Poincaré.

Sea X ∈ χ(M) es un campo de vectores de clase C∞ y Σ ⊆M una subvariedad compata

de codimensión uno transversal a X. Diremos que Σ es una sección transversal de φX si

Σ ∩O(p) 6= ∅ para todo p ∈M .

En este caso, existe τ ∈ C∞(Σ,R+) que verifica φX(τ(p), p) ∈ Σ para todo p ∈ Σ y

φX(s, p) /∈ Σ para todo s ∈ (0, τ(p)). En efecto, ω(p) ∩ Σ 6= ∅ sino existiŕıan órbitas que no

cortan Σ. Luego, por el teorema del flujo tubular tenemos O(p)∩Σ 6= ∅. Al mapa P : Σ→ Σ

definido como P = φX(τ(p), p) la llamaremos mapa de retorno de Poincaré.

Por tanto podemos definir el siguiente operador LP : C∞(M,R) → C∞(Σ,R) que a ψ le

asocia ψΣ : Σ→ R definido como ψΣ(p) =
∫ τ(p)

0
ψ(φX(s, p))ds.

La siguiente proposición relaciona la cohomoloǵıa de X con la de P ∈ C∞(Σ,Σ).

Proposición 2.1.3. ϕ ∈ C∞(M) es un coborde si y solamente si ϕΣ ∈ C∞(Σ,Σ) lo es.

Además ImLX es cerrado sii el conjunto de cobordes de P lo es, y X es libre de cohomoloǵıa

sii P lo es.

Demostración.Sea ϕ ∈ C∞(M) un coborde, por tanto existe ψ ∈ C∞(M) tal que LX(ψ) =

ϕ. Sea ahora ψ̂ = ψ|Σ. Si x ∈ Σ, tenemos que ψ̂(P(x))− ψ̂(x) =
∫ τ(x)

0
ϕ(φX(s, x))ds = ϕΣ(x)

Rećıprocamente, sea ϕΣ = ψ̂(P) − ψ̂ para p̂si ∈ C∞(Σ). Luego, si p = φX(t, x) definimos

ψ(p) = ψ̂(x) +
∫ t

0
ϕ(φX(s, x))ds. ψ está bien definida debido a la igualdad ϕΣ = ψ̂(P) − ψ̂,

es claramente C∞ y ademas LX(ψ) = ϕ.

LP es claramente un operador lineal cont́ınuo para las topoloǵıas C∞. Además acabamos de

probar que ImLX = L−1
P (Im∆P), de donde concluimos que si Im∆P es cerrada entonces

ImLX también. Por otro lado, no es dif́ıcil ver que LP es sobreyectivo. Como C∞(M)/kerLP

es un espacio de Frechet, el teorema de la aplicación abierta nos dice que el pasaje al cociente

LP : C∞(M)/kerLP → C∞(Σ) es un homeomorfismo. Supongamos ahora que ImLX es

cerrado en C∞(M), entonces ImLX/kerLP es cerrado en C∞(M)/kerLP. Esto junto con
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que Im∆P = LP(ImLX/kerLP) nos da queIm∆P es un cerrado. Finalmente, si ImLX o

Im∆P es cerrado ambos son y C∞(M)/ImLX ' C∞(Σ)/Im∆P lo que prueba que si una

de las dos dinámicas es libre de cohomoloǵıa lo es la otra.

�

2.2. Minimalidad de φX

En esta sección probaremos que si X es un campo de vectores libre de cohomoloǵıa,

entonces φX preserva una forma de volúmen, lo que junto a su ergodicidad única nos da la

minimalidad de φX .

Proposición 2.2.1. Si M es una variedad cerrada y orientable, y X ∈ χ(M) un campo

de vectores de clase C∞. Si X es libre de cohomoloǵıa, entonces existe ω forma de volúmen

invariante por {φXt }.

Demostración. Consideremos µ una forma de volúmen en M . Buscamos una función

h ∈ C∞(M) de forma que LX(exp(h)µ) ≡ 0. Ahora, LX(exp(h)µ) = LX(h) exp(h)µ +

exp(h)LX(µ), pero como µ es una forma de volúmen, tenemos que LX(µ) = gµ para

g ∈ C∞(M). Por tanto tenemos LX(exp(h)µ) = (LX(h) + g) exp(h)µ. Como X es libre

de cohomoloǵıa, puedo tomar h ∈ C∞(M) y c−g ∈ R de forma que LX(h) = −g + c−g, lo

que da LX(exp(h)µ) = c−g exp(h)µ.

Ahora, el el teorema de cambio de variable nos dice que
∫
M

(φXt )∗ exp(h)µ =
∫
M
exp(h)µ para

todo t ∈ R, por tanto, si definimos ψ(t) =
∫
M

(φXt )∗ exp(h)µ tenemos que ψ′(0) = 0 ahora,

ψ′(0) =
∫
M
LX(exp(h)µ) =

∫
M
c−gµ = c−g

∫
M
µ. Finalmente c−g = 0 y exp(h)µ es la forma

de volúmen buscada.

�

Corolario 2.2.2. Si X es un campo de vectores es libre de cohomoloǵıa, entonces el flujo

φX es minimal.

Demostración.En efecto si tuvieramos una órbita no densa, esta soportaŕıa una medida

invariante distinta de la forma de volúmen invariante ya encontrada, lo que nos daŕıa dos

distribuciones invariantes distintas.

�
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2.3. Semiconjugación de Rodriguez-Hertz

En esta sección probaremos un resultado debido a Federico y Jana Rodriguez Hertz [5],

que nos da a su vez información topológica de M y dinámica de φX bajo la hipótesis de

que X ∈ χ(M) es un campo libre de cohomoloǵıa. La información dinámica es que φX

es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en un toro de dimensión el primer número

de Betti de M , y la información topológica es que la semiconjugación es un fibrado. Este

resultado es además pieza clave de la prueba de la conjetura de Katok en dimensión 3 [2], [8].

Sea M una variedad cerrada y orientable, y x0 ∈ M . Notaremos M̂ al cubrimiento

universal de M , que lo pensaremos como M̂ = {γ : I → Mde clase C1/γ(0) = x0}/γ1 ∼ γ2

si son homotópicas a extremos fijos.

Llamaremos ψ acción por transformaciones de cubriemento ψ : π1(M) × M̂ → M̂ definida

como ψ([δ], [γ]) = [γ ? δ−1].

Consideremos π : H1(M,Z) → H1(M,Z)/Tor(H1(M,Z)) la proyección del primer grupo de

homoloǵıa de M en su factor abeliano libre.

También, dada ω ∈ Λ1(M) una forma cerrada, definiremos el mapa ω̂ : M̂ → R como

ω̂([γ]) =
∫
γ
ω.

Necesitaremos hacer uso del siguiente

Lema 2.3.1. Si β1 = dim(H1(M,Z)/Tor(H1(M,Z))) es el primer número de Betti de M ,

existe f : M → Tβ1 mapa diferenciable tal que

f? : H1(M,Z)→ H1(Tβ1 ,Z) es sobreyectivo.

Demostración.Por el teorema de Derham, existen [γ1], ..., [γβ1 ] elementos de H1(M,Z) que

verifican que {π([γ1]), ..., π([γβ1 ])} es base de H1(M,Z)/Tor(H1(M,Z)), y {ω1, ..., ωβ1} base

de H1
DR(M) de forma que

∫
γi
ωj = δij.

Consideremos la acción φ : π1(M,x0) × Rβ1 → Rβ1 definida como φ([δ], (x1, ..., xβ1)) =

(x1, ..., xβ1) + (ω̂1([δ−1]), ..., ω̂β1([δ
−1])) Ahora, el mapa h : M̂ → Rβ1 definido como h([γ]) =

(ω̂1([γ]), ..., ω̂β1([γ])) es π1(M,x0)-equivariante por lo que induce una función h entre los co-

cientes.

Por otro lado, si [δ] ∈ π1(M,x0), ω̂i([δ]) solo depende de la clase de homoloǵıa de [δ]. Si

escribimos ahora a nivel de homoloǵıa [δ] =
∑
nj[γj] + ζ donde ζ ∈ Tor(H1(M,Z)) tenemos

que ω̂i([δ]) =
∑
njω̂i([γj]) + ω̂i(ζ) =

∑
njω̂i([γj]) = ni. Por tanto el cociente de Rβ1 por la

acción de π1(M,x0) es el toro Tβ1 y el mapa h es la función buscada.

�
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Definición 2.3.1. Sean X ∈ χ(M), Y ∈ χ(N) y f : M → N un mapa diferenciable. Diremos

que f?(X) = Y si Dpf(X(p)) = Y (f(p)) para todo p ∈M .

Lema 2.3.2. Sea X ∈ χ(M), Y ∈ χ(N) y f : M → N una fibración tal que f?(X) = Y .

Entonces si X es libre de cohomoloǵıa, también lo es Y .

Demostración.Consideremos ω la forma de volúmen invariante por {φXt } y, dado p ∈ M
notemos µFp a la medida de probabilidad en Fp = f−1(f(p)) obtenida de desintegrar ω

respecto a las fibras de f . No es dif́ıcil de ver que µFp proviene de una forma de volúmen y

que φXt
?

|Fp(µFp) = µF
φXt (p)

.

Ahora, dada ψ ∈ C∞(N) consideremos ψ̂ ∈ C∞(M) definida como ψ ◦f . Como X es libre de

cohomoloǵıa, existen ĝ ∈ C∞(M) y cψ̂ tal que LX(ĝ) = ψ̂− cψ̂. Definamos ahora g ∈ C∞(N)

como g(q) =
∫
Fp
ĝdµp siendo f(p) = q. Como φXt preserva las medidas definidas en las fibras

por desintegración tenemos que LY (g)(q) =
∫
Fp
LX(ĝ)dµp =

∫
Fp
ψ̂− cψ̂ = µFp(Fp)(ψ(q)− cψ̂)

lo que nos da que LY (g) = ψ − cψ̂ ya que las medidas µFp provenientes de la desintegración

son de probabilidad.

�

Teorema 2.3.3. Sea X ∈ χ(M) es un campo libre de cohomoloǵıa y β1 el primer número

de Betti de M . Entonces existe una fibración p : M → Tβ1 y Y ∈ χ(Tβ1) campo constante

diofantino tal que p?(X) = Y

Demostración.Sea f : M → Tβ1 un mapa sobreyectivo a nivel de homoloǵıa como el

constuido en el lema algo. Consideremos Df(X) : M → Rβ1 . Como X es libre de cohomoloǵıa

existe g : M → Rβ1 tal que Dg(X) = −Df(X)+(α1, ..., αβ1). Sea π : Rβ1 → Tβ1 la proyección

cociente habitual y h : M → Tβ1 definido como h = f + (g ◦ π).

Ahora Dh(X) = Df(X) +D(g ◦ π)(X) = Df(X) +Dg(X) = (α1, ..., αβ1).

Como {φXt } es minimal y h?(X) = (α1, ..., αβ1) tenemos que h(M) es un subtoro lineal de

Tβ1 , pero como h es sobreyectiva a nivel de homoloǵıa por ser homotópica a f , h(M) = T β1 .

Sea R = {x ∈M tal que Dx(h)tiene rangoβ1}. R es un abierto porque tener rango máximo

es una condición abierta. Por otro lado h ◦ φXt = φXt ◦ h por lo que el rango de Dxh es

invariante en las órbitas de {φXt }. Por lo dicho anteriormente y la minimalidad de {φXt }, si

R 6= ∅, entonces R = M . Esto último es cierto por el teorema de Sard y la sobreyectividad de

h. Por todo lo anterior h es una fibración y por el lema 2.3.2, el campo constante (α1, ..., αβ1)

es libre de cohomoloǵıa, luego por la proposición 2.1.1 es un campo diofantino.

�
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Corolario 2.3.4. Si X ∈ χ(Tn) es un campo libre de cohomoloǵıa, entonces X es C∞-

conjugado a un campo constante diofantino.

Demostración.Si tomamos el mapa f de la proposición anterior siendo f = id, la fibración

h es un cubrimiento homotópico a la identidad, que resulta ser un difeomorfismo por tener

grado de Brower uno. Por tanto h es la conjugación C∞ buscada.

�

Corolario 2.3.5. La fibración p : M → Tβ1 del teorema 2.3.3 tiene las fibras conexas.

Demostración.Consideremos la relación de equivalencia x ∼ y si p(x) = p(y) y además

están en la misma componente conexa de la fibra que los contiene. Consideremos p∼ : M →
M/∼ la proyección cociente. Es fácil ver que M/∼ es una variedad y que p se factoriza como

p = p′ ◦ P∼ donde p′ es un cubrimiento.

Tomemos x0 ∈ M , p∼(x0) ∈ M∼ y x = p(x0) ∈ Tβ1 . El teorema 2.3.3 nos dice que

p∗(Π1(M,x0)) = Π1(Tβ1 , x) (en realidad nos lo dice a nivel de homoloǵıa, pero es sencillo

ver que es lo mismo), pero como p∗(Π1(M,x0)) ⊆ p′∗(Π1(M/∼, p∼(x0))), p′∗ es sobreyectivo

y entonces p′ es un homeomorfismo, probando que las fibras de p son conexas.
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Caṕıtulo 3

La conjetura de Katok en dim 3

Nos basaremos en [2] y [8], que probaron la conjetura de Katok en dimensión 3 de forma

independiente.

En el teorema 2.3.3 probamos que si X ∈ χ(M) es un campo libre de cohomoloǵıa, entonces

φX es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en un toro de dimensión β1, primer número

de Betti de M . Las pruebas de la conjetura de Katok en dimensión tres que existen, se basan

en discutir según el primer número de Betti de M , que por lo dicho anteriormente solo puede

tomar los valores 0, 1, 2 y 3. Nosotros trataremos los casos β1 = 1, 2 y 3.

Cuando β1 = 3, el teorema 2.3.3 nos da una fibración de p : M → T3 cuyas fibras son

de dimensión cero, y el corolario 2.3.5 nos dice que las fibras son conexas. Entonces p es un

difeomorfismo, y el mismo teorema 2.3.3 no dice que p conjuga X con un campo constante

diofantino en Tβ1 .

3.1. β1 = 1

Consideremos entonces el caso en que β1 = 1. El teorema 2.3.3 nos da una fibración

p : M → T1 que semiconjuga φX con uin flujo no nulo en T1. De lo anterior, se desprende

facilmente que φX : R×M →M es la suspensión de un difeomorfismo f : N → N donde N

es difeomorfo a las fibras de p.

N debe ser una superficie compacta y conexa por el corolario 2.3.5. Además podemos orien-

tar N con la orientación preimagen ya que M y T 1 son orientables.

La clasificación de las superficies compactas nos dice que si N es una superficie compacta,

conexa, orientable y sin borde, entonces es homeomorfa a la esfera S2 o la esfera S2 a la que

21



se le agregan g asas, superficie que llamaremos de género g y notaremos Sg para g ≥ 2 y T1

para g = 1.

Descartemos primero las superficies de género distinto a uno. Nuestro N no puede ser la es-

fera S2, ya que Diff+(S2) tiene una única clase de isotoṕıa, por lo que f debe ser isotópico

a la identidad y por tanto tener un punto fijo, contradiciendo la minimalidad de φX . Para

el caso g ≥ 2, se prueba en [3] que si f : Sg → Sg es un difeomorfismo, entonces posee una

órbita periódica, lo que nuevamente contradice la minimalidad de φX .

Solo nos queda entonces, el caso en que N ' T2. Discutiremos a qué clases de isotoṕıa

puede pertenecer f , para esto usaremos el teorema de Lefschetz.

Antes unas pocas definiciones algebraicas.

Si ψ : Zn → Zn es un homomorfismo, definimos la traza de ψ como tr(ψ) =
∑
aii. Como

tr(AB) = tr(BA) tenemos que la traza no depende de la base de Zn escogida. Si G es

un grupo abeliano y tenemos ψ : G → G un morfismo, podemos considerar ψ : G/TorG →
G/TorG y definir entonces tr(ψ). Por lo anterior tiene sentido hablar directamente de la

traza de ψ. Dado φ : M → M un mapa cont́ınuo podemos entonces definir τ(φ) como∑
(−1)itr(f∗ : Hi(M)→ Hi(M)). Una versión débil del teorema de Lefschetz es:

Teorema 3.1.1. Si S es una variedad compacta y g : S → S es un mapa cont́ınuo entonces,

τ(f) 6= 0 implica que g posee un punto fijo.

Se puede encontrar una prueba del teorema de Lefschetz en [4].

Concentremonos nuevamente en el difeomorfismo f : T2 → T2. La siguiente proposición

descartará el caso β1 = 1.

Proposición 3.1.2. Si un difeomorfismo f : T2 → T2 no tine puntos fijos entonces es

isotópico a un difeomorfismo lineal de la forma A : T2 → T2 donde A(a, b) = (a + n0b, b).

Además la suspensión de f está soportada en una variedad con β1 ≥ 2.

Demostración.En este caso τ(f) = 2 − tr(f∗ : H1(T2) → H1(T2)). El polinomio carac-

teŕıstico de f∗ es χf∗(λ) = λ2 − tr(f∗)λ + 1. Como f no tiene puntos fijos, τ(f) debe ser 0,

entonces tr(f∗) = 2 y el único valor propio de f∗ es 1. Por lo que tenemos que f∗ es SL(2,Z)

conjugado a un automorfismo A : Z2 → Z2 de la forma A(a, b) = (a+ n0b, b).

Sabido es que la topoloǵıa de la suspensión solo depende de la clase de isotoṕıa del difeomor-

fismo, por lo que M es entonces homeomorfa a alguno de los espacios Mn0 = T2× [0, 1]/ ∼n0

siendo ∼n0 la relación (Av, 0) ∼n0 (v, 1), donde A([x], [y]) = ([x+ n0y], [y]).

Observar que ψ : T2 × [0, 1]→ T2 definido como ψ((θ1, θ2), t) = (θ2, [t]) baja al cociente por

∼n0 para todo n0 ∈ Z a un fibrado ψ : Mn0 → T2 con fibra S1. Como el fibrado ψ tiene
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fibra conexa, ψ∗ (el morfismo inducido a nivel de π1) es sobreyectivo, lo que nos da que

π1(Mn0)/kerψ∗ ' Z2.

Pero como π1(Mn0)/kerψ∗ es abeliano tenemos que [π1(Mn0), π1(Mn0)] ⊆ kerψ∗ y entonces

π1(Mn0)/kerψ∗ = (π1(Mn0)/[π1(Mn0), π1(Mn0)])/(kerψ∗/[π1(Mn0), π1(Mn0)]) ' Z2 lo que

implica que β1 ≥ 2 en contradicción con nuestra hipótesis de que β1 = 1.

�

3.2. β1 = 2

En este caso, el teorema 2.3.3 nos da una semiconjugación p : M → T2, cuya fibra es T1,

ya que por el corolario 2.3.5 la fibra es conexa.

Si uno compone la fibración p con la proyección en uno de los factores del toro T2 obten-

drá una semiconjugación como la del caso β1 = 1, solo que en este caso tenemos a nuestro

favor una foliación dada por las fibras de p que será invariante para el difeomorfismo en T2 a

suspender. Finalmente podremos linealizar el difeomorfismo en cuestión y fabricar distribu-

ciones invariantes.

Si q ∈ M , notaremos Fq a Fq = p−1(p(q)) la fibra de p por q. y TqFq al espacio tangente a

Fq en q.

Proposición 3.2.1. Existe ψ : T1 ×M →M acción libre cuyas órbirtas son las fibras de p,

y que además ψ(g, ·) ◦ φXt = φXt ◦ ψ(g, ·) para todo g ∈ T1 y t ∈ R.

Demostración.Como M y T2 son orientables, podemos dar la orientación preimagen a las

fibras de p y construir Y ∈ χ(M) de forma que 0 6= Y (q) ∈ TqFq para todo q ∈M .

Como el subfibrado del tangente consistente de los tangentes a las fibras de p es invari-

ante por φX , podemos escribir LX(Y ) como gY con g ∈ C∞(M,R). Consideremos entonces

h ∈ C∞(M,R) y el campo de vectores exp(h)Y . Luego, LX(exp(h)Y ) = LX(h)exp(h)Y +

exp(h)LX(Y ) = (LX(h) + g)exp(h)Y . Como X es libre de cohomoloǵıa existe c ∈ R y

h ∈ C∞(M,R) tal que LX(h) = −g + c por lo tanto LX(exp(h)Y ) = cexp(h)Y . Definamos

ahora Z ∈ χ(M) como Z = exp(h)Y , Z verifica que LX(Z) = cZ.

Consideremos ahora V : [0,+∞)→ TM definido como V (t) = dqφ
X
t (Z(q)). Como V está definido

a lo largo de una órbita de φX , tiene sentido calcular LX(V ) = LX(k(t)Z) = k′(t)Z +

k(t)LX(Z) = k′(t)Z + k(t)cZ. Por construcción, tenemos que LX(V ) = 0 y por tanto

k′(t) + ck(t) = 0 y como k(0) = 1, k(t) = exp(−ct). Esto nos da que (φXt )∗(Z) = exp(−ct)Z.

Consideremos ahora T : M → R definida como T (q) = min{t ∈ R+ : φZ(t, q) = q}, T
está bien definida y es cont́ınua. Como (φXt )∗(Z) = exp(−ct)Z tenemos que φX(t, φZ(s, q)) =
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φexp(−ct)Y (s, φX(t, q)) y por tanto, como φX(t, q) = φX(t, φZ(T (q), q)) = φexp(−ct)Z(T (q), φX(t, q))

T (φX(t, q)) = exp(ct)T (q). Luego como T es cont́ınua y no nula, c debe ser igual a 0, y T con-

stante en las órbitas de φX , y por tanto constante en M . Además, esto nos da que LX(Y ) = 0

y por tanto que los flujos φX y φZ conmutan. Finalmente, como T ≡ α ∈ R+, φZ baja a una

acción de R/αZ = T1 ψ : T1 ×M →M que conmuta con φX .

�

Sea Xv ∈ χ(T2) el campo diofantino tal que p∗(X) = Xv, π : T2 → T1 la proyección en

la primer coordenada y Xc ∈ χ(T1) el campo constante tal que π∗(Xv) = Xc.

Consideremos ahora la fibración p′ = π ◦p : M → T1. Claramente p′ es una semiconjugación.

Fijemos ahora θ ∈ T1 y consideremos S = π−1(θ) ≡ T1 y N = p−1(S) = (p′)−1(θ) ≡ T2.

Definamos ahora el tiempo de retorno T = min{t ∈ R : φXc(t, θ) = θ}. Podemos definir

ahora los retornos de Poincaré R : S → S definido como R(θ) = φXv(T, θ) y f : N → N

definido como f(q) = φX(T, q). Como se observó en la sección β1 = 1, N debe ser difeomorfa

a un toro T2.

Proposición 3.2.2. El difeomorfismo f : T2 → T2 es C∞ conjugado a un mapa f : T1×T1 →
T1×T1 definido como f(θ1, θ2) = (θ1 + α, θ2 + h(θ1)) donde θ → θ+ α es una rotación libre

de cohomoloǵıa y h ∈ C∞(T1,T1).

Demostración.Notemos p̂ a p̂ = p|N : N → S. Tomemos ahora h : S → T2 una sec-

ción C∞ del fibrado π y consideremos el difeomorfismo F : S × T 1 → N definido como

F (θ1, θ2) = ψ(θ2, h(θ1)) donde ψ es la acción de T1 en M construida en la proposición

3.2.1. En estas nuevas coordenadas f luce como f = F−1 ◦ f ◦ F . Observar que la proyec-

ción en la primer coordenada de S × T1, π1 : S × T1 → S es π1 = p̂ ◦ F , por lo que

R ◦ π1 = R ◦ p̂ ◦ F = p̂ ◦ f ◦ F = p̂ ◦ F ◦ f = π1 ◦ f y f es un skew-product sobre R : S → S.

Además, si dotamos a S de la estructura de grupo que hereda de T2, R : S → S, R = φXv(T, ·)
es una traslación que además es libre de cohomoloǵıa por la proposición 2.1.3.

Como N es invariante para la acción ψ de la proposición 3.2.1 podemos considerar la restric-

ción ψ : T1 ×N → N . Además ψ(g, f(q)) = f(ψ(g, q)).

Observemos además que la acción ψ luce después del cambio de coordenadas F como la

traslación en la segunda coordenada de S × T1, por lo que f tiene la forma f(θ1, θ2) =

(R(θ1), θ2 +φ(θ1)) con φ ∈ C∞(S,T1). En otras palabras f es C∞ conjugado a una extensión

por rotaciones en T1 de una rotación libre de cohomoloǵıa.

�

Veamos ahora que un mapa como el de la proposición anterior se puede linealizar con un

cambio de coordenadas C∞.
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Proposición 3.2.3. Sea un mapa f : T1 × T1 → T1 × T1 de la forma f(θ1, θ2) = (θ1 +

α, θ2 + φ(θ1)) donde θ1 7→ θ1 + α es una rotación libre de cohomoloǵıa y φ ∈ C∞(T1,T1).

Entonces existe un cambio de coordenadas Au : T1 × T1 → T1 × T1 de la forma Au(θ1, θ2) =

(θ1, θ2 + u(θ1)) donde u ∈ C∞(T1,T1) es homotópico a una constante, y tal que A−1
u ◦ f ◦Au

es de la forma (θ1, θ2) 7→ (θ1 + α, θ2 + nθ1 + k) con n ∈ Z y k ∈ R.

Demostración.Para esto consideremos un cambio de coordenadas genérico A−1
u ◦ f ◦ Au.

Este mapa es (θ1, θ2) 7→ (θ1 + α, θ2 + φ(θ1) − (u(θ1 + α) − u(θ1))). Ahora, φ : T1 → T1 se

puede escribir como φ = nz + φ0 con φ0 homotópica a una constante.

Consideremos pr : R → T1 el cubrimiento universal de T1. Como φ0 y u son homotópicos a

una constante existen φ0, u : T1 → R tales que φ0 = pr ◦ φ0 y u = pr ◦ u. Luego, A−1
u ◦ f ◦

Au(θ1, θ2) = (θ1 + α, θ2 + nθ1 + pr(φ0 − (u(θ1 + α)− u(θ))))

Como θ 7→ θ + α es libre de cohomoloǵıa, existe h ∈ C∞(T1,R) y cφ0 ∈ R tal que h(θ1 +

α) − h(θ1) = φ0 − cφ0 luego φ0 − (h(θ + α) − h(θ)) = cφ0 por lo que A−1
h ◦ f ◦ Ah(θ1, θ2) =

(θ1 + α, θ2 + nθ1 + pr(φ0 − (h(θ1 + α)− h(θ1)))) = (θ1 + α, θ2 + nθ1 + cφ0).

�

Retomando nuestro problema original, tenemos que nuestro flujo φX en M , es la suspen-

sión de un difeomorfismo C∞ conjugado a f̂ : T1 × T1 → T1 × T1 definido como f̂(θ1, θ2) =

(θ1 + α, θ2 + nθ1 + β) con b ∈ Z y α, β ∈ R.

Recordemos que la proposición 2.1.3 nos dice que f̂ es libre de cohomoloǵıa si y solamente

si lo es φX . Además n de la fórmula de f̂ debe ser distinto de 0 ya que sino M ≡ T3 en

contradicción con nuestra hipótesis de que β1 = 2. Construiremos distribuciones invariantes

para esta familia de difeomorfismo lineales, descartando por tanto que β1 = 2.
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Proposición 3.2.4. Si A : T1 × T1 → T1 × T1 es un difeomorfismo de la forma A(θ1, θ2) =

(θ1 + α, θ2 + kθ1 + β) con α, β ∈ R y k ∈ Z/{0}, entonces A tiene un conjunto infinito de

distribuciones invariantes linealmente independientes.

Demostración.

Sea T : C∞(T1 × T1)→ L2
∗ = {σ : Z2 → C : lim‖(k1,k2)‖→∞|σ(k1, k2)|‖(k1, k2)‖p, ∀p ∈ N}

la transformada de Fourier. Notaremos φ̂(m,n) a T (φ)(m,n).

Para construir las distribuciones invariantes, tomaremos funcionales de la forma

F(m,n) : C∞(T1×T1)→ C con n 6= 0 donde F(m,n)(φ) = φ̂(m,n), y los promediaremos por la

acción de A∗, donde A∗ : C∞(T1 × T1)→ C∞(T1 × T1) es A∗(φ) = φ ◦ A.

Esto es, dado (m,n);n 6= 0 consideraremos el F(m,n) el ĺımite débil de Sp(m,n) =
∑
|l|<p F(m,n) ◦

(A∗)l cuando p→∞, el cual probaremos que existe.

La continuidad de F(m,n) será entonces consecuencia del teorema de Banach-Steinhaus, que

afirma que el ĺımite debil de funcionales cont́ınuos es cont́ınuo si están definidos sobre un

espacio de Frechet, como lo es C∞(M).

Respecto a la invariancia de F(m,n), esta será consecuencia de que F(m,n)(φ) solo depende de

la órbita de φ por A∗.

Sea e(a,b) : T1×T1 → C definida como e(a,b)(θ1, θ2) = exp(2πi(aθ1+bθ2)). Empecemos entonces

por calcular

A∗(e(a,b)) = exp(aπi(a(θ1 + α) + b(θ2 + kθ1 + β))) = exp(aπi < (a, b), (α, β) >)e(a+kb,b).

Entonces A∗(
∑
φ̂(a, b)e(a,b)) =

∑
φ̂(a, b)A∗(e(a,b)) =

∑
φ̂(a, b)e(a,b)(α, β)e(a+kb,b).

Luego A∗(φ) =
∑
φ̂(a− kb, b)e(a−kb,b)(α, β)e(a,b) y

(A∗)l(φ) =
∑
φ̂(a− lkb, b)(

∏l
j=1 e(a−jkb,b)(α, β))e(a,b).

Por lo que F(m,n) ◦ (A∗)l(φ) = φ̂(m− lkn, n)(
∏l

j=1 em−jkn,n(α, β)).

Ahora, Sp(m,n) =
∑
|l|<p φ̂(m− lkn, n)(

∏l
j=1 e(m−jkn,n)(α, β)). La convergencia débil de Sp(m,n)

quedará probada si tenemos que
∑

l∈Z |φ̂(m− lkn, n)| < ∞, lo que es cierto porque kn 6= 0

y φ̂ ∈ L2
∗ ⊆ L1. Finalmente, observemos que si n1 6= n2 entonces los coeficientes de Fourier

que intervienen en la definición de F (0,n1) y F (0,n2), (es decir los elementos de la base dual a

la de Fourier, que generan F (0,n1) y F (0,n2)) son disjuntos dos a dos, por lo que

{F (0,n) : 0 6= n ∈ Z} es una familia linealmente independiente de distribuciones invariantes.

�
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Caṕıtulo 4

Linealización en espacio de corrientes

En este caṕıtulo seguiremos bien de cerca [1]. El objetivo de esta sección es probar que

si X ∈ χ(M) es un campo libre de cohomoloǵıa, podemos construir un grupo abeliano A y

un flujo lineal en él de forma que existe un mapa continuo e inyectivo de M en A haciendo

equivariante la acción generada por X con la acción lineal en A.

Es importante resaltar que la topoloǵıa natural de A no lo hace un espacio de Hausdorff y

que cuando se quiere corregir esto no se puede probar la inyectividad del mapa de encaje.

Observar que si se tuviera que A es de Hausdorff, tendŕıamos por la minimalidad de φX que

la imágen de M en A es la clausura de un subgrupo a un parámetro, y por ende un grupo

abeliano. Uno de los problemas de Hilbert ya resueltos garantiza que un grupo topoloógico

con topoloǵıa de variedad admite estructura de grupo de Lie y por tanto M seŕıa homeomorfo

a un grupo de Lie abeliano y conexo es decir a un toro.

Moralmente, lo que hacen los autores en [] es levantar el flujo en M a un espacio de corrientes,

linealizarlo en el esṕıritu de la semiconjugación de Hertz-Hertz y luego bajarlo. El espacio

de corrientes Γ̃x (que en realidad es casi el espacio de curvas módulo pelos de M) jugará el

papel de M̂ (el espacio de curvas módulo homotoṕıas) en la semiconjugación de Hertz-Hertz.

4.1. M como cociente de un espacio de corrientes

En esta sección construiremos el espacio de corrientes Γ̃x que fibrara sobre M y sobre el

cual levantaremos el flujo φX para linealizarlo. Fijemos una métrica Riemanniana de ahora

en más.

Consideraremos Γ, el conjunto de curvas a tiempo libre, C∞ a trozos los cuales son segmentos

de flujo o segmentos geodésicos transversales a X. Si γ ∈ Γ, γ : [0, T ]→M , notaremos α(γ) a

γ(0), ω(γ) a γ(T ) y γ a la curva recorrida en sentido inverso. Si ν : [0, S]→M también está en
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Γ y verifica α(ν) = ω(γ) definiremos la concatenación γν como el mapa γν : [0, S + T ]→M

definido como siempre. Γx serán aquellas curvas que parten de x, ∆ las cerradas, y ∆x

será ∆ ∩ Γx. Por ahora no le daremos estructura extra a estos conjuntos.

Sea Ω1(M) = {φ ∈ Λ1(M)} el espacio de uno-formas diferenciables de clase C∞, espacio al

que dotaremos de su topoloǵıa C∞ que lo hace un espacio de Frechet. A su espacio dual lo

llamaremos espacio de uno-corrientes, lo notaremos C1(M) y lo dotaremos de su topoloǵıa

débil-*

También consideremos M = {δx/x ∈M} el conjunto de las delta de Dirac soportadas en M ,

el cual puede considerarse dentro de (C∞(M))? de la siguiente manera:

C∞(M)→ C0(M)→ R donde la primer flecha es la inclusión y la segunda el funcional que

nos da el teorema de Riesz.

El siguiente lema nos será de utilidad

Lema 4.1.1. El mapa φ : M →M que a cada x ∈M le asocia δx es un homeomorfismo.

Demostración.Para ver que es cont́ınuo tenemos que tomar f ∈ C∞(M) y pn → p, luego

δpn(f) = f(pn) → f(p) cuando pn → p. La inyectividad es inmediata y por tanto como M

es compacto y M es Hausdorff φ es un homeo.

�

Proposición 4.1.2. Dada γ ∈ Γx, el mapa γ̃ : Ω1(M) → R definido como γ̃(ω) =
∫
γ
ω es

cont́ınuo si dotamos a Ω1(M) de su topoloǵıa C0, en particular γ̃ ∈ C1(M)

Demostración. Como γ ∈ Γx, ∃ 0 = t0 < t1 < ... < tn = tγ, de forma que γi = γ|[ti,ti+1]

es de clase C∞ y podemos considerar Dγi : [ti, ti+1] → TM tal que Dγi(t) = γ̇i(t) ∈ TM

también de clase C∞ y Ψi : Ω1(M)→ C∞([ti, ti+1],R) definido como Ψi(ω) = ω◦Dγi. Ahora,∫
γ
ω =

∑i=n−1
i=0

∫ ti+1

ti
Ψi(ω)(t)dt, pero si ω vaŕıa C0, también lo hace Ψi(ω) y su integral, por

lo que γ̃ es cont́ınua si dotamos a Ω1(M) de su topoloǵıa C0. Como la topoloǵıa de Frechet

es más fina que la C0, γ̃ ∈ C1(M)

�

Al conjunto {γ̃ : γ ∈ Γ} ⊆ C1(M) lo notaremos Γ̃, y análogamente consideraremos los

conjuntos Γ̃x, ∆̃ y ∆̃x.

Si d : C∞(M) → Ω1(M) es la derivada exterior, definiremos su dual d? = D : (Ω1(M))? →
(C∞(M))? como D(φ)(f) = φ(df).
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La siguiente proposición nos da una descripción algebraica de las corrientes en Γ̃x que

provienen de curvas cerradas.

Proposición 4.1.3. ∆̃ = {γ̃ ∈ Γ̃ : Dγ̃ = 0} = ∆̃x. Además Γ̃x es invariante por traslas-

ciones en ∆̃

Demostración.Dγ̃(f) = γ̃(df) =
∫
γ
df = f(ω(γ)) − f(α(γ)) por tanto Dγ̃ ≡ 0 si y

solamente si ω(γ) = α(γ) si y solamente si γ̃ ∈ ∆̃. Por otro lado si δ ∈ ∆̃, sea ν ∈ Γx tal que

ω(ν) = α(δ) = ω(δ), luego νδν ∈ Γx y ˜νδν = δ̃, lo que prueba que ∆̃ = ∆̃x.

Ahora consideremos δ ∈ ∆ y γ ∈ Γx, por lo visto en el parrafo anterior, existe δ′ ∈ ∆x tal

que δ̃ = δ̃′, por lo que δ̃ + γ̃ = δ̃′ + γ̃ = ˜(δ′γ) ∈ Γ̃x. Luego Γ̃x es invariante por traslaciones

en ∆̃

�

La proposición anterior nos permite considerar el cociente de Γ̃x por traslaciones en ∆̃

Teorema 4.1.4. Γ̃x/∆̃ es homeomorfo a M .

Demostración.Consideremos el mapa lineal T : C1(M)→ (C∞(M))? definido como T (φ) =

Dφ+ δx. Es fácil ver que T es cont́ınuo(Recordar que consideramos las topoloǵıas debil-* en

los espacios duales). Ahora consideremos la restricción de T a γ̃x.

En forma similar a la proposición anterior T (γ̃)(f) = γ̃(df) + δx = (δω(γ) − δx) + δx = δω(γ).

Por tanto T = |Γ̃x tiene como imágen M.

Por ahora tenemos que T : Γ̃x →M es un mapa cont́ınuo y sobreyectivo.

Afirmación: T (γ̃1) = T (γ̃2) si y solamente si γ̃1 − γ̃2 ∈ ∆̃.

En efecto si T (γ̃1) = T (γ̃2), δω(γ1) = δω(γ2) por lo que ω(γ1) = ω(γ2) y tiene sentido la con-

catenación γ1γ2 ∈ ∆ que nos muestra que ˜γ1γ2 = γ̃1 − γ̃2 ∈ ∆̃.

Rećıprocamente, supongamos que γ̃1 − γ̃2 ∈ ∆̃, esto es ˜γ2γ1 ∈ ∆̃ por tanto D(γ2γ1) =

δω(γ1)− δω(γ2) ≡ 0 lo que prueba que T (γ̃1) = T (γ̃2).

La propiedad universal del cociente nos da una biyección cont́ınua de Γ̃x/∆̃ en M que es

homeomorfo a M (ver 4.1.1). Para probar que la biyección es abierta alacanza con probar

que Γ̃x/∆̃ es compacto.

Lema 4.1.5. Γ̃x/∆̃ es un espacio topológico compacto.

Demostración.Sea {U1, ..., Uk} un cubrimiento por discos compactos de M , de forma que

existen ε1, ..., εk > 0 y p1, ..., pk ∈ M tales que Ui = exppi(B(0, εi)). Consideremos ahora

γ1, ..., γk ∈ Γx tales que ω(γi) = pi.

Sea ahora, hi : B(0, εi) → Γ̃x definido como hi(v) = γi ? g
i
v donde giv : [0, 1] → M es giv(t) =
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exppi(tv). No es dif́ıcil ver que hi es un mapa cont́ınuo. Como {U1, ..., Uk} es un cubrimiento

de M tenemos que Γ̃x/∆̃ = ∪iImhi una unión finita de compactos, probando el lema.

�

4.2. La linealización

Primero linealizaremos el flujo a nivel de corrientes. Esto es encontrartemos un mapa

ψ : Γ̃x → C1(M) inyectivo y v ∈ C1(M) de forma que si γ̃ ∈ Γ̃x y ϕγs : [0, s] → M es

ϕγs (t) = φ(t, ω(γ)) entonces ψ( ˜γϕγs ) = ψ(γ̃) + sv.

Proposición 4.2.1. Si X ∈ χ(M) es un campo libre de cohomoloǵıa, µ su única medida

invariante y C∞0 (M) = {f ∈ C∞(M) :
∫
M
fdµ = 0} entonces el operador derivada de Lie

LX : C∞0 → C∞0 es un isomorfismo de espacios vectoriales y un homeomorfismo.

Demostración.LX es inyectivo ya que si LX(f) = 0 entonces f debe ser una constante

por la minimalidad del flujo {φXt }, y sobreyectivo porque X es libre de cohomoloǵıa. Luego,

como C∞0 (M) es un espacio de Frechet, el teorema de la aplicación abierta implica que LX

es un homeomorfismo.

�

Tomemos ω ∈ Ω1(M), y consideremos ω(X) ∈ C∞(M), luego como X es libre de coho-

moloǵıa existen cω =
∫
M
ω(X)dµ y hω ∈ C∞(M) tales que ω(X)− cω = LX(hω) = dhω(X).

Si consideramos las topoloǵıas C∞ en Ω1(M) y C∞(M) las asignaciones ω 7→ ω(X), ω 7→ cω,

ω − cω 7→ hω y la derivada exterior d : C∞(M) → Ω1(M) son cont́ınuas por lo que tenemos

finalmente que el mapa ω 7→ dhω es cont́ınuo.

Finalmente podemos definir L : C1(M) → C1(M) como L(T )(ω) = T (ω − dhω). Obser-

var que L es cont́ınuo para las topoloǵıas debil-*. El mapa de linealización en espacio de

corrientes será  Lx : Γ̃x → C1(M) sera Lx = L|Γ̃x . Para probar la inyectividad de Lx debemos

entender más sobre el mapa Γ→ C1(M) que a γ asocia γ̃.

Definición 4.2.1. Dados dos conjuntos de curvas {γ1, ..., γn} y {β1, ..., βm} diremos que son

C-equivalentes si
∑
γ̃i =

∑
β̃j

Definición 4.2.2. Si A = {γ1, ..., γm} ⊆ Γ diremos que {ν1
1 , ..., ν

1
n1
, ..., νm1 , ..., ν

m
nm} es una

buena partición de A si γi = νi1...ν
i
ni

para todo i ∈ {1, ...,m} y además dados (i, j) 6= (k, l),
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se tiene una de las tres opciones: Im(νij) y Im(νkl ) son transversales, νij = νkl o νij = νkl . Si

A admite una buena partición donde se dan solo las primeras dos opciones, diremos que A

admite una buena partición sin cancelaciones.

A continuación definiremos una operación que permite simplificar conjuntos de curvas

pero de manera que sigan siendo C-equivalentes. Para esto, diremos que una curva γ ∈ Γ

tiene un arco r retractable si γ = arbr−1c, y que dos curvas γ1 y γ2 tienen un arco r

retractable si γ1 = arb y γ2 = cr−1d.

Si γ = arbr−1c diremos que el resultado de escindir la curva retractable r de γ es {ad, b},
observar que en este caso b es cerrada y que ad lo es si y solamente si γ lo es.

Cuando tenemos γ1 = arb y γ2 = cr−1d, diremos que el resultado de escindir r es

{ad, bc} si ninguna de ellas es cerrada

{cbad} si γ1 es cerrada

{adcb} si γ2 es cerrada y γ1 no.

Observar que la escición de un arco retractable preserva la clase de C-equivalencia y que

si tenemos A ⊆ Γ = {γ1, ..., γm} y aplicamos una escición obtenemos un nuevo conjunto

C-equivalente y admitiendo una buena partición de cardinal estrictamente menor al de A.

También es cierto que si partimos de un conjunto con una o ninguna curva cerrada, los

procesos de escición daran conjuntos con una o ninguna curva cerrada respectivamete. Luego

tenemos la siguiente

Proposición 4.2.2. Si γ ∈ Γ, existe A ⊆ Γ C-equivalente a γ que admite una buena

partición sin cancelaciones. Además si γ es cerrada, A consiste de curvas cerradas y si γ no

es cerrada A tiene una única curva no cerrada.

Finalmente podemos probar

Proposición 4.2.3. Lx es inyectivo

Demostración.Supongamos que tenemos γ̃1 6= γ̃2 y que ψ(γ̃1) = ψ(γ̃2). Luego L(γ1γ2) = 0.

Supongamos primero que ω(γ1) 6= ω(γ2).

γ1γ2 es C-equivalente a un conjunto de curvas C = {α1, ..., αm} que admite una buena

partición P = {ν1
1 , ..., ν

1
n1
, ..., νm1 , ..., ν

m
nm} sin cancelaciones. Veamos ahora que existe ω ∈

Ω1(M) tal que L(γ1γ2)(ω) 6= 0 llegando a una contradicción. Para esto supongamos primero

que existe νkl ∈ P transversal al flujo. Tomemos W abierto de M tal que W ∩ (∪Im(νij)) =

W ∩Im(νkl ). Ahora construyamos ω de forma que esté soportada en W , ω(X) ≡ 0 y ν̃kl (ω) >

0. Luego L(γ1γ2)(ω) = L(
∑
ν̃ij)(ω) =

∑
L(ν̃ij)(ω) =

∑
ν̃ij(ω − dhω) =

∑
ν̃ij(ω) > 0.

ya que la buena partición P no tiene cancelaciones.
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En el caso en que todos los elementos de la partición P son segmentos de flujo, tenemos

que C tiene un único elemento ya que si tuviese más de uno implicaŕıa por la proposición

4.2.2 que {φXt } tiene órbitas periódicas contradiciendo la minimalidad del flujo. Luego γ1γ2

es C-equivalente a una curva ϕ : [0, T ] → M definida como ϕ(t) = φ(t, x). Construyamos

ahora ω ∈ Ω1(M) de forma que ω(X) ≡ 1. Luego L(γ1γ2)(ω) = L(ϕ̃)(ω) = ϕ̃(ω − dhω) =

ϕ̃(ω) = T > 0.

Finalmente si ω(γ1) = ω(γ2) tenemos que γ1γ2 ∈ ∆ luego 0 = L( ˜γ1γ2) = γ1γ2 lo que es

contradictorio con que γ̃1 6= γ̃2.

�

Como estábamos buscando, estamos ahora en condiciones de linealizar el flujo a nivel de

corrientes.

Proposición 4.2.4. Lx : Γ̃x → C1(M) es cont́ınua e inyectiva y existe v ∈ C1(M) tal que

si γ̃ ∈ Γ̃x y ϕγt : [0, T ]→M es ϕγt (s) = φX(ω(γ), s) entonces Lx( ˜γϕγt ) = Lx(γ̃) + tv

Demostración.Sea γ ∈ Γ y ϕγt : [0, t] → M definida como ϕγt (s) = φX(ω(γ), s). Ahora,

Lx( ˜γϕγt )(ω) =
∫
γϕγt

(ω − dhω) =
∫
γ
(ω − dhω) +

∫
ϕγt

(ω − dhω) = ψ(γ̃) + tcω. (Recordar que

ω − dhω(X) = cω =
∫
M
ω(X))

Luego, Lx( ˜γϕγt ) = Lx(γ̃) + tv donde v : Ω1(M)→ R es v(ω) =
∫
M
ω(X)dµ = cω

�

Observar que Lx|∆̃ = Id y por tanto, por la proposición 4.2.3, tenemos que Lx baja a un

mapa Lx : Γ̃x/∆̃→ C1(M)/∆̃ inyectivo y cont́ınuo, definido como Lx([γ̃]) = [Lx(γ̃)].

Recordemos ahora que Γ̃x/∆̃ es homeomorfo aM , y observemos que el flujo φX lucen en Γ̃x/∆̃

como φ̃X : R × Γ̃x/∆̃ → Γ̃x/∆̃ siendo φ̃X(t, [γ̃]) = [ ˜γϕγt ] donde ϕγt : [0, t] → M es ϕγt (s) =

φX(s, ω(γ)). La siguiente proposición muestra que Lx puede considerarse una linealización.

Proposición 4.2.5. Lx(φ̃X(t, [γ̃])) = Lx([γ]) + [tv]

Demostración.Lx(φ̃X(t, [γ̃])) = Lx([ ˜γϕγt ]) = [Lx( ˜γφγt )] = [Lx(γ̃) + tv] = Lx([γ̃]) + [tv]

�

Como haciamos notar al comienzo del caṕıtulo, C1(M)/∆̃ no es un espacio topológico de

Hausdorff. Si tuviesemos que el mapa Lx : Γ̃x → Lx(Γ̃x) es un homeomorfismo (faltaŕıa probar

que es abierto) tendŕıamos que Γ̃x/∆̃ es homeomorfo a Lx(Γ̃x)/∆̃.

Consideremos la proyección p : C1(M)/∆̃→ C1(M)/∆̃ tal que T+∆̃ 7→ T+∆̃. p es cont́ınua,

y si C es un subespacio de Hausdorff de C1(M)/∆̃ entonces p|C es inyectivo ya que un grupo

actúa por traslaciones en forma minimal sobre su clausura. Por lo tanto, otra cosa buena
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seŕıa probar que Lx(Γ̃x)/∆̃ es de Hausdorff, ya que en ese caso podriamos componer la

linealización con p y obtener una linealización (inyectiva) en un espacio de Hausdorff.
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Caṕıtulo 5

Espacios Difeológicos

En este caṕıtulo seguiremos el libro de Iglesias [6]. Daremos las definiciones y construc-

ciones básicas de la teoŕıa de espacios difeológicos, versiones abstractas de las variedades

diferenciales, contexto en el que podremos linealizar diferenciablemente nuestro flujo φX .

5.1. Definiciones

Llamaremos dominios a los elementos del conjunto Dom = {U ⊆ Rn/Uabierto, n ∈ N}.
Si X es un conjunto, el conjunto de parametrizaciones de X es

Param(X) = {P : U → X/U ∈ Dom,P función}
Una estructura de espacio difeológico (o difeoloǵıa) en un conjunto X es un subconjunto D ⊆
Param(X) que llamaremos difeoloǵıa, y a cuyos elementos llamaremos plots, satisfaciendo

los siguientes axiomas:

1. D contiene a las parametrizaciones constantes. Es decir, dado x ∈ X y U ∈ Dom si

P : U → X es P (u) = x, ∀u ∈ U , entonces P ∈ D

2. Si U ∈ Dom, P : U → X verifica que para todo u ∈ U existe V entorno abierto de u

en U tal que P|V ∈ Param(X), entonces P ∈ D. O lo que es lo mismo la propiedad de

ser plot esta dada localmente.

3. Si U, V ∈Dom, P : U → X, y φ ∈ C∞(V, U), entonces P ∈ D implica P ◦ φ ∈ D

Llamaremos espacio difeológico al par (X,D). Si (X,D) y (Y, E) son espacios difelógicos,

diremos que un mapa f : X → Y es diferenciable si P ∈ E implica P ◦ f ∈ D. Si además f

es biyectiva y su inversa es diferenciable, diremos que es un difeomorfismo.
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5.2. Ejemplos

Si X es un conjunto, Difeoloǵıas(X)⊆ P(Param(X)) está parcialmente ordenado, con el

órden que hereda de (P(Param(X)),⊆). (Difeoloǵıas(X),⊆) es un latice completo, es decir

un conjunto parcialmente ordenado tal que cualquier subconjunto tiene ı́nfimos y supremos.

Si {Dα : α ∈ Λ}⊆ Difeoloǵıas(X), entonces inf{Dα : α ∈ Λ} = ∩α∈ΛDα que es sencillo

chequear que es una difeoloǵıa. El supremo de una familia de difeoloǵıas sup{Dα : α ∈ Λ}
es inf{E : Dα ⊆ E ,∀α ∈ Λ}.

Como ejemplos extremales tenemos:

1. Llamaremos difeoloǵıas salvaje de X a sup{Difeoloǵıas(X)}. Observar que si (Y ,E)

es otro espacio difeológico, f : Y → X es un mapa cualquiera y P ∈ E entonces

f ◦ P ∈ Param(X). Luego culaquier mapa f : Y → X es un mapa diferenciables,

por esto podemos pensar en la difeoloǵıa salvaje como un análogo difeológico de la

topoloǵıa indiscreta (τ = {X, ∅}).

2. Llamaremos difeoloǵıa fina de X a F = inf{Difeoloǵıas(X)}.
Afirmación: Si P : U → X, P ∈ F ⇔ dado u ∈ U , ∃V ⊆ U entorno abierto de u tal

que P|v es constante (es decir P es localmente constante).

Demostración. Por los axiomas 1 y 2 de espacio difeológico los mapas localmente

constantes deben pertenecer a toda difeoloǵıa de X, además se P : U → X es local-

mente constante y Φ ∈ C∞(V, U), entonces P ◦ Φ también lo es. Esto prueba que la

familia de mapas localmente constantes es F .

�

Observar que en este caso si (Y, E) es otro espacio difeológico, f : X → Y un mapa

cualquiera y P ∈ F entonces f ◦ P es localmente constante y por tanto f ◦ P ∈ E
(recordar que los mapas localmente constantes pertenecen a todas las difeoloǵıas).

Esto permite pensar en la difeoloǵıa fina como un análogo difeológico de la topoloǵıa

discreta.

Si Mn es una variedad diferenciable, y (Uα, φα)α∈Λ, con φα : Vα(⊆ Rn)→ Uα(⊆M) su at-

las, C∞(U,M) se puede definir como {f : U →M/(φ−1
α ◦ f) : f−1(Uα)→ Vα ∈ C∞(f−1(Uα), Vα),∀α ∈

Λ}. Definiremos la difeoloǵıa natural asociada a M comoM =
⋃
U∈DomC

∞(U,M). Veremos
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a continuación que M puede definirse utilizando el concepto de difeoloǵıa generada, el cual

pasamos a definir.

Si X es un conjunto, y P ⊆ Param(X) es una familia de parametrizaciones, la difeoloǵıa

generada por P es < P >= {
⋂
D/D ∈ Difeoloǵıas(X),y P ⊆ D}

Proposición 5.2.1. Si P ⊆ Param(X) cumple que
⋃
{Im(P ), P ∈ P} = X, entonces

Q ∈< P > si, dado u ∈ U , existen V entorno abierto de u en U , P ( : W → X) ∈ P y

φ ∈ C∞(V,W ) tales que Q|V = P ◦ φ. Es decir, los plots de la difeoloǵıa generada por P son

aquellas parametrizaciones que se factorizan localmente con elementos de P.

Demostración. por el axioma 3, si Q = P ◦ φ donde P ( : U → X) ∈ P y φ ∈ C∞(V, U),

entonces Q ∈< P >. Por el axioma 2, si Q cumple lo anterior para un cubrimiento abierto

de su dominio, también Q ∈ P . Finalmente, el conjunto de parametrizaciones de esta forma

está definido en forma local por lo que verifica el axioma 2, es invariantes por precomponer

con mapas C∞ entre dominios por lo que verifica el axioma 3 y
⋃
{Im(P ), P ∈ P} = X, lo

que junto con el axioma 3, nos da que verifica el axioma 1.

�

Proposición 5.2.2. Si Mn es una varidad diferenciable y (Uα, φα)α∈Λ su atlas, entonces su

difeoloǵıa natural M es igual a < {φα : α ∈ Λ} >, la difeoloǵıa generada por su atlas.

Demostración. Si f ∈ C∞(U,M) y u ∈ U , ∃Uα/ f(u) ∈ Uα, por tanto f|f−1(Uα) : f−1(Uα)→
M se puede escribir como φα ◦ (φ−1

α ◦ f) con φ−1
α ◦ f ∈ C∞(f−1(Uα), Vα) por tanto f ∈<

{φα : α ∈ Λ} >. Por otro lado si P : U → M , P ∈< {φα : α ∈ Λ} >, dado u ∈ U , ∃V
entorno abierto de u en U , φα : Vα →M y ψ ∈ C∞(U, Vα) de forma que P|V = φα ◦ ψ, luego

φ−1
α ◦ P|V = ψ ∈ C∞(V, Vα)⇒ P ∈ C∞(U,M)

�

El ejemplo que motivó la introducción de los espacios difeológicos es el de la difeoloǵıa

funcional. Si (X,D) y (Y, E) son espaicos difeológicos , el espacio de mapas diferenciables

entre ellos C∞(X, Y ), tiene una estructura natural de espacio difeológico G a la que llamare-

mos difeoloǵıa funcional. Diremos que P : U → C∞(X, Y ) está en G si dado Q : V → X,

Q ∈ D, el mapa P.Q : U × V → Y definido como P.Q(u, v) = P (u)(Q(v)) está en E .

36



5.3. Difeoloǵıas inducidas, cociente y producto

Supongamos que (X,D) es un espacio difeológico y A ⊆ X es un subconjunto, entonces

A tiene una difeoloǵıa E natural asociada que llamaremos difeoloǵıa inducida por D en A(o

heredada por A). Esta es E = {P ∈ D : Im(P ) ⊆ A}.
Si (X,D) es un espacio difeoloógico, ∼⊆ X ×X una relación de equivalencia y π : X →

X/ ∼ su proyección cociente, definimos la difeoloǵıa cociente de X/ ∼ como la difeoloǵıa más

pequeña tal que la proyecección π es un mapa diferenciable. Es decir la difeoloǵıa cociente

D∼ en X/∼ es < {π ◦ P : P ∈ D} >. Como se vio anteriormente, esto permite caracterizar

a los plots de la difeoloǵıa cociente como aquellos que se factorizan localmente con plots de

X es decir. Dada P : U → X/∼, P ∈ D∼ sii dado u ∈ U,∃V entorno abierto de u en U y

Q : V → X, Q ∈ D tal que P|V = π ◦Q.

Proposición 5.3.1. Sean (X,D), (Y, E) espacios difeológicos y f : X → Y un mapa suave.

Luego, si ∼1⊆ X × X y ∼2⊆ Y × Y son relaciones de equivalencia tales que x1 ∼1 x2 ⇒
f(x1) ∼2 f(x2), entonces f : X/ ∼1→ Y/ ∼2 definido como f([x]) = [f(x)] es un mapa suave

si consideramos en X/ ∼1 e Y/ ∼2 las difeoloǵıas cociente D∼ y E∼ respectivamente.

Demostración.Sean π1 : X → X/ ∼1 y π2 : Y → Y/ ∼2 las proyecciones cociente. Tomem-

os entonces P ∈ D∼, P : U → X/ ∼1, debemos chequear que f ◦ P ∈ E∼. Por definición de

difeoloǵıa cociente, existe {Vα} cubrimiento abierto de U y Qα : Vα → X, Qα ∈ D de forma

que π1 ◦Qα = P|Vα . Luego f ◦ P|Vαf ◦ π1 ◦Qα = π2 ◦ f ◦Qα ∈ E∼ ya que f es suave. Luego,

como f ◦ PVα ∈ E∼ y {Vα} es un cubrimiento de U , tenemos lo buscado.

�

Sean (Xα,Dα)α∈Λ una familia de espacios difeológicos,
∏

α∈ΛXα su producto cartesiano

y {πα :
∏

α∈ΛXα → Xα : α ∈ Λ} las respectivas proyecciones. La difeoloǵıa producto F en∏
α∈Λ Xα es F = sup{D ∈ Difeoloǵıas(

∏
α∈ΛXα)/πα es diferenciable ∀α ∈ Λ}

Proposición 5.3.2. Si P : U →
∏

α∈ΛXα, P ∈ F si y solo si (πα ◦ P ) ∈ Dα para todo

α ∈ Λ. En particular las proyecciones son diferenciables.

Demostración.

Sea F ’⊆ Param(
∏

α∈ΛXα) = {P ∈ Param(
∏

α∈ΛXα)/(πα ◦ P ) ∈ Dα,∀α ∈ Λ} No es

def́ıcil chequear que F ’ verifica los axiomas de espacio deifeológico, por lo que F ’∈ {D ∈
Difeoloǵıas(

∏
α∈ΛXα)/πα es diferenciable ∀α ∈ Λ}. Más aún, F ’ contiene a cualquier dife-

oloǵıa en
∏

α∈ΛXα que haga diferenciable a las proyecciones, por tanto F ’= F
�
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5.4. D-topoloǵıas

Si X es un conjunto notemos Topoloǵıas(X) al conjunto de las topoloǵıas en X y con-

sideremos el orden parcial heredado de P(P(X)). Al igual que en el caso de las difeoloǵıas

(Topoloǵıas(X),⊆) es un latice completo.

Si (X,D) es un espacio difeológico diremos que su D-topoloǵıa asociada es τD = sup{σ ∈
Topoloǵıas(X)/P−1(A) es abierto ∀P ∈ D, A ∈ σ}

Proposición 5.4.1. Sea (X,D) un espacio difeológico y τD su D-topoloǵıa asociada. En-

tonces A ∈ τD ⇔ P−1(A) es abierto ∀P ∈ D. En particular los plots de D son cont́ınuos

para τD

Demostración. En efecto, consideremos σ = {A ⊆ X/P−1(A)es abierto ∀P ∈ D}. Por

cálculos conjuntistas clásicos, σ es una topoloǵıa. Por otro lado, cualquier topoloǵıa que

haga cont́ınuos a los plots está incluida en σ, por tanto σ = τD

�

Proposición 5.4.2. Si (X,D) y (Y, E) son dos espacios difeológicos y f : X → Y es un

mapa diferenciable, entoces es cont́ınuo para las D-topoloǵıas respectivas.

Demostración. Tomemos U ∈ τE , para ver que f−1(U) ∈ τD, tomemos P ∈ D, P−1(f−1(U)) =

(f ◦ P )−1(U), como f es diferenciable f ◦ P ∈ E por lo que (f ◦ P )−1(U) es abierto.

�

Proposición 5.4.3. Ses (X,D) un espacio difeológico y ∼⊆ X ×X una relación de equiva-

lencia. Entonces la topoloǵıa cociente de τD en X/ ∼ es igual a la D-topoloǵıa τD∼ asociada

a la difeoloǵıa cociente D∼ en X/∼.

Demostración. Tomemos A ∈ τ∼ y P : V → X/∼, P ∈ D∼, como vimos, ∃Vα cubrimiento

por abiertos de V de forma que P|Vα : Vα → X/∼ se factoriza como P|Vα = π ◦ φ donde

φ : Vα → X está en D. Como A ∈ τ∼, π−1(A) está en τD, por tanto φ−1(π−1(A)) = P−1
|Vα(A)

es un abierto de Vα. Ahora, P−1(A) = ∪αP−1
|Vα(A) y por tanto es abierto, por lo que A ∈ τD∼ .

Rećıprocamente, tomemos A ∈ τD∼ y P ∈ D, como π◦P ∈ D∼, (π◦P )−1(A) = P−1(π−1(A))

es abierto, lo que implica que π−1(A) ∈ τD por lo que A ∈ τ∼
�

Una observación importante es que la D-topoloǵıa asociada a la difeoloǵıa inducida de

un subconjunto no siempre es igual a la topoloǵıa heredada de la D-topoloǵıa del ambiente.
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Como ejemplo tomemos el intervalo con su difeoloǵıa natural y un conjunto de cantor incluido

en él. La difeoloǵıa inducida es la discreta, y por tanto su D-topoloǵıa asociada la discreta,

que es distinta de la heredada del intervalo.
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Caṕıtulo 6

La linealización diferenciable

En este caṕıtulo daremos estructura de espacio diofeológico a el espacio de curvas Γx, su

correspondiente en el espacio de corrientes Γ̃x y a el espacio total de corrientes C1(M).

Para estas difeoloǵıas, los mapas ψ : Γx → C1(M), Lx : Γ̃x → C1(M) y la linealización

Lx : Γ̃x/∆̃ serán suaves. Además los espacios ∆/Γx y Γ̃x/∆̃ serán difeomorfos a M con su

difeoloǵıa generada por las parametrizaciones.

Finalmente, la estructura difeológica permitirá imitar la prueba del teorema de Hertz-Hertz

y encontrar q : Lx(Γ̃x)/∆̃ → Tβ1 semiconjugación con un flujo diofantino. Esto último dice

en particular que la linealización funciona correctamente en los casos conocidos.

Durante toda esta sección M será una variedad diferenciable compacta y conexa, y X ∈
χ(M) un campo de vectores libre de cohomoloǵıa.

Usaremos una definición un poco diferente de Γx, resultado de cocientar el espacio de

curvas que utilizabamos anteriormente por la relación de equivalencia módulo pelos que

definiremos dentro más adelante.

Notaremos Γ̂x al espacio de curvas continuas a tiempo libre, y que se pueden escribir como

concatenación de finitos trozos, los cuales pueden ser arcos de geodésica o arcos del flujo φX .

Definiremos t : Γ̂x →M que a γ : [0, T ]→M le asocia t(γ) = tγ = T .

Definiremos ahora una difeoloǵıa D̂ en Γ̂x.

Si U ⊆ Rn es un abierto, y P : U → Γ̂x, P ∈ D̂ si dado u ∈ U , ∃V entorno abier-

to de u ∈ U , y 0 = φ0 < ... < φn : V → R de clase C∞ (que llamaremos funciones

de quiebre) de forma que φn(u) = tP (u) para todo u ∈ V , y si definimos los conjuntos

Ai = {(x, t) ∈ V × R : φi(x) ≤ t ≤ φi+1(x)} entonces P : ∪ Ai → M definida como

P (v, t) = P (v)(t) es cont́ınua y P |Ai es de clase C∞. El único punto que podŕıa ser dudoso

respecto a que D̂ es una difeoloǵıa, es que fuese cerrado por precomposición por mapas C∞
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entre dominios.

Para chequear esto, tomemos entonces Q ∈ D̂ y f ∈ C∞(W,U). Elijamos V ⊆ U de forma

que existe φ0 < ... < φn ∈ C∞(V,R) como antes. Luego, las funciones de quiebre de

Q ◦ f|f−1(V ) son φ0 ◦ f, ..., φn ◦ f ∈ C∞(W,R), y si definimos Bi = {(x, t) : x ∈ f−1(V ), φi ◦
f(x) ≤ t ≤ φi+1 ◦ f}, entonces P ◦ f : ∪ Bi →M definido como P ◦ f(x, t) = P ◦ f(x)(t) =

P (f(x), t) es claramente cont́ınuo y C∞ si lo restringimos a los Bi.

Si γ ∈ Γ̂x es γ = arrb, diremos que r es un pelo de γ, y que γ′ = ab es el resultado de

escindir el pelo r de γ.

Consideraremos la relación de equivalencia ≡⊆ Γ̂x×Γ̂x como γ ≡ δ si existe una sucesiona en

Γ̂x, γ = γ1, ..., γn = δ de forma que γi+1 es el resultado de escindir un pelo de γi o viceversa.

Cuando dos curvas en Γ̂x son equivalentes bajo esta relación, diremos que son equivalente

módulo pelos. Notaremos Γx, al cociente Γ̂x/ ≡, y usaremos D para referirnos al cociente

por ≡ de la difeoloǵıa D̂. Sea π≡ : Γ̂x → Γx la proyección cociente.

Sea ahora R una relación de equivalencia en Γx, siendo γ1 ∼ γ2 sii γ1 = δγ2 con δ ∈ ∆,

donde ∆ = {γ ∈ Γx; γ(tγ) = x}.

Observación 6.0.1. Si γ1, γ2 ∈ Γx entonces γ1 = δγ2 sii ω(γ1) = ω(γ2). Para ver esto, tomemos

γ1, γ2 ∈ Γx con ω(γ1) = ω(γ2), entonces γ1 = γ1(γ2γ2) = (γ1γ2)γ2 = δγ2 con δ ∈ ∆. El directo

es aún más trivial.

Por tanto, el cociente Γx/R que notaremos con razón ∆/Γx está en correspondencia uno a

uno con los puntos de M .

Notaremos πR : Γx → ∆/Γx a la proyección cociente.

Proposición 6.0.4. El espacio difeológico ∆/Γx con su difeoloǵıa cociente DR es difeomorfo

a M con su difeoloǵıa natural generada por las parametrizaciones.

Demostración. Sea φ : Γx →M definido como φ(γ) = ω(γ) (Recordar que ω(γ) es el punto

final de γ y observar que éste esta bien definido en Γ̃x/ ≡).

Para ver que φ es suave, tomemos un plot P : U → Γx y V ⊆ U de forma que P|V = π≡ ◦Q
con Q ∈ D̂.

Luego φ ◦P|V = φ ◦ π≡ ◦Q, pero φ ◦ π≡ ◦Q(u) = Q(u)(tQ(u)) ∈ C∞(V,M). Por tanto, por la

proposición 5.3.1 y la observación 6.0.1, φ : ∆/Γx →M definido como φ([γ]) = φ(γ), es una

biyección suave.

Nos resta probar la suavidad de φ
−1

. Primero observemos que P : U → ∆/Γx está en DR
sii localmente se factoriza como πR ◦ π≡ ◦ R donde R es un plot de Γ̂x. Tomemos entonces
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Q : U → M un plot de M y veamos que φ
−1 ◦ Q localmente admite ésta factorización. Sea

u ∈ U y y = Q(u). Construyamos un levantamiento local de φ
−1◦Q a Γ̂x alrededor de u. Para

esto, tomemos ε > 0 de forma que expy : Bε(0) → M es un difeomorfismo sobre su imágen,

V = Q−1(expy(Bε(0))) y γ ∈ Γ̂x tal que γ : [0, 1]→M y γ(1) = y. Luego podemos definir el

levantamiento R : V → Γ̂x como R(v)(t) = γ(t) si t ∈ [0, 1] y R(v)(t) = expy(texp
−1
y Q(v)) si

t ∈ [1, 2]. R ∈ D̂ claramente y πR ◦ π≡ ◦R = φ
−1 ◦Q|V .

�

Ahora definiremos una difeoloǵıa C en C1(M). Dada ω ∈ Ω1(M), definimos

evω : C1(M)→ R como evω(φ) = φ(ω).

Sea C la difeoloǵıa más grande en C1(M) que hace que los mapas {evω : ω ∈ Ω1(M)} sean

mapas diferenciables, C no es más que la difeoloǵıa en C1(M) inducida por la difeoloǵıa

producto en RΩ1(M) mediante la inclución i : C1(M)→ RΩ1(M)

Definamos ψ̂ : Γ̂x → C1(M) como ψ̂(γ)(ω) =
∫
γ
ω. Es claro que dos curvas equivalentes

módulo pelos son C-equivalentes por lo que ψ̂ baja al cociente ψ : Γx → C1(M).

Proposición 6.0.5. El mapa ψ es un mapa suave si dotamos a Γx y C1(M) de las difeoloǵıas

D y C respectivamente.

Demostración. Para ver esto alcanza con probar que ψ̂ : Γ̂x → C1(M) es suave, ya que

la suavidad de ψ se obtiene de aplicar la proposición 5.3.1. Para probar la suavidad de ψ̂

debemos chequear que si ω ∈ Ω1(M) y P : U( ⊆ Rn) → Γ̂x está en D entonces evω ◦ P ∈
C∞(U,R). Como P ∈ D̂, dado u ∈ U ∃V entorno abierto de u, y 0 = φ0 < ... < φn : V → R
funciones de quiebre, de forma que si consideramos los conjuntos Ti = {(x, t) ∈ V × R :

φi(x) ≤ t ≤ φi+1(x)}, entonces P
i

= P |Ti es de clase C∞, para i = 1, ..., n.

Como evω ◦ P no depende de las parametrizaciones de las curvas en Γ̂x y las funciones de

quiebre son C∞, podemos considerar una reparametrización global de las curvas en P (V ) y

suponer que las funciones de quiebre son constante y que φn = 1. Digamos φi ≡ ti. Luego

podemos definir P
i

t : V × [ti, ti+1]→ TM

P
i

t : V × [ti, ti+1] → TM

(v, t) 7→ P
i

t(v, t) = ∂P/∂t(v, t)
,

que además es C∞. Si ahora identificamos Ω1(M) con los mapas de C∞(TM) lineales sobre

las fibras, tenemos:

evω ◦ P (v) =
i=n−1∑
i=0

∫ ti+1

t1

ω(P
i

t(v, t))dt

Por tanto la proposición queda probada con ayuda del siguiente lema de cálculo.
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Lema 6.0.6. Si V ⊆ Rn y f : V × I → R es de clase C∞, entonces Sf : V → R tal que

v 7→
∫
I
f(v, t)dt es de clase C∞ y además ∂i1+...+inSf/∂xi11 ...x

in
n = S(∂i1+...+inf/∂xi11 ...x

in
n )

Demostración. lo probaremos por inducción en Nn, supongamos que ∂i1+...+inSf/∂xi11 ...x
in
n =

S(∂i1+...+inf/∂xi11 ...x
in
n ) para todo multi-́ındice I = (i1, ..., in) con |I| = i1 + ... + in ≤ n. Si

J = (j1, ..., jn) con |J | = n + 1, podemos suponer que J = (j1, ..., jn − 1) + (0, ..., 1), luego

∂(Sf)/∂xJ = ∂(∂j1+...+jn−1Sf/∂xj11 ...x
jn−1
n )∂/xn lo cual por hipótesis inductiva es igual a

∂(S(∂j1+...+jn−1f/∂xj11 ...x
jn−1
n ))/∂xn siendo esto último igual a S(∂f/∂xJ) por un teorema

elemental de cálculo.

�

A Γ̃x ⊆ C1(M) le daremos la difeoloǵıa E inducida de C1(M), asi que si P : U → Γ̃x,

P ∈ E sii evω ◦ P ∈ C∞(U,R) para toda ω ∈ Ω1(M). Veamos entonces que el mapa de la

linealización a nivel de curvas es suave.

Proposición 6.0.7. El mapa Lx : Γ̃x → C1(M) de la proposición 4.2.4 es suaves si consid-

eramos las difeoloǵıas E y C respectivamente.

Demostración.Lx es la restricción a Γ̃x de un mapa L : C1(M)→ C1(M), por tanto, como

Γ̃x hereda la difeoloǵıa de C1(M) será suficiente con probar la suavidad de L para obtener

la de Lx. Sea entonces P : U → C1(M), para ver que L es suave, debemos chequear que

L ◦ P ∈ C.
L◦P ∈ C sii evω ◦L◦P ∈ C∞(U,R) para toda ω ∈ Ω1(M). Ahora, evω ◦L◦P = evω−dhω ◦P ∈
C∞(U,R) ya que P ∈ C

�

Consideremos ahora la proyección π : C1(M) → C1(M)/∆̃ resultante de cocientar por el

subgrupo ∆̃.

Análogamente a lo visto en el caṕıtulo 4, Γ̃x es invariante por traslaciones ∆̃ y por tanto

podemos definir la proyección π′ : Γ̃x → Γ̃x/∆̃ resultado de cocientar por la acción del grupo

∆̃. Observemos que si γ1, γ2 ∈ Γx verifican γ1 ∼R γ2, entonces π′(ψ(γ1)) = π′(ψ(γ2)), y que

Lx|∆̃ ≡ Id.

Luego, si notamos C∼ y E∼ a las difeoloǵıas cocientes en C1(M)/∆̃ y Γ̃x/∆̃ respectivamente,

tenemos:

Proposición 6.0.8. Los mapas ψ : Γx → Γ̃x y Lx : Γ̃x → C1(M) bajan a mapas suaves

ψ : ∆/Γx → Γ̃x/∆̃ y Lx : Γ̃x/∆̃ → C1(M)/∆̃ si consideramos en ∆/Γx, Γ̃x/∆̃ y C1(M)/∆̃

las difeoloǵıas DR, E∼ y C∼ respectivamente.
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Demostración.Aplicar directamente la proposición 5.3.1.

�

Respecto a las distintas identificaciones deM , tenemos hasta ahora el difeomorfismo φ : ∆/Γx →
M , el mapa suave ψ : ∆/Γx → Γ̃x/∆̃, y el mapa suave ψ◦φ−1 : M → Γ̃x/∆̃. Para completar el

ćırculo y probar que todos los mapas son difeomorfismos alcanza con la siguiente proposición

Proposición 6.0.9. El mapa de Γ̃x/∆̃→M tal que [γ̃] 7→ ω(γ) es suave.

Demostración.Sea W : M → Rk un encaje de Whitney de M que verifica W(x) = (0, ..., 0).

En coordenadas diremos W = (f1, ..., fk). Luego, si y ∈ M y γ ∈ Γx verifica ω(γ) =

y, tenemos W(y) = (f1(y), ..., fk(y)) = (
∫
γ
df1, ...,

∫
γ
dfk) = (γ̃(df1), ..., γ̃(dfk)). El mapa

h : Γ̃x → M definido como h(γ̃) = W−1(γ̃(df1), ..., γ̃(dfk)) es por tanto un mapa suave que

asocia γ̃ → ω(γ). Finalmente, como las formas df1, ..., dfk son exactas, el mapa h baja a el

mapa suave h : Γ̃x/∆̃→M tal que h([γ]) = ω(γ).

�
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Notaremos al flujo en M ′ = Lx(Γ̃x)/∆̃, φL : R×M ′ →M ′. Es decir φL(t, [T ]) = [T + tv].

Como ∆̃ no es un cerrado de la topoloǵıa débil-* en C1(M), C1(M)/∆̃ no es un espacio

topológico de Hausdorff y por tanto Lx(Γ̃x)/∆̃ tampoco tiene porque ser de Hausdorff. Por

lo dicho anteriormente Lx no tiene porque ser un homeomorfismo, pero śı podemos recuperar

la semiconjugación de F. y J. Rodriguez Hertz.

Proposición 6.0.10. Si β1 es el primer número de Betti de M , existe q : M ′ → Tβ1 cont́ınuo

y sobreyectivo que semiconjuga φL con una acción φY en Tβ1 generada por un campo de

vectores diofantino.

Demostración.Sean ω1, ..., ωβ1 1-formas cerradas de M , tales que sus clases de cohomoloǵıa

[ω1], ..., [ωβ1 ] son base de H1
DR(M). Sea W =< ω1, ..., ωβ1 > el subesapcio generado por estas

1-formas. Consideremos entonces el mapa suave q′ : C1(M)→ W ∗ definido como q′(T ) = T|W

(obviamente consideramos la difeoloǵıa producto en W ∗). q′ semiconjuga el flujo lineal en

C1(M) generado por v (φv)con el flujo lineal en W ? generado por v|W (φv|W ).

El teorema de DeRham nos dice que la imágen por q′ de ∆̃, es un látice L de W ∗,

q′(∆̃) = L, por tanto por el teorema 5.3.1 el mapa q′|Lx(Γ̃x)
: Lx(Γ̃x) → W ? baja a un mapa

suave q : M ′(= Lx(Γ̃x)/∆̃) → W ∗/L ∼= Tβ1 si consideramos en Lx(Γ̃x)/∆̃ la difeoloǵıa DL
cociente de la heredada en Lx(Γ̃x) de la difeoloǵıa producto en C1(M).

Si restringimos el flujo φv a Lx(Γ̃x), éste baja a φL en M ′, asi como φv|W baja a un flujo

lineal en W ∗/L ∼= Tβ1 que llamaremos φY . Claramente q es equivariante para las acciones

φL y φY .

Consideremos la difeoloǵıa E∼ en Γ̃x/∆̃ definida en este caṕıtulo, y consideremos el mapa

I : M → Γ̃x/∆̃ que a p ∈ M asocia I(p) = [γ̃p] donde γp ∈ Γx verifica ω(γp) = p. En este

caṕıtulo probamos que I es un difeomorfismo, por lo que la difeoloǵıa E∼ en Γ̃x/∆̃ le da

estructura de variedad diferenciable.

Recordemos que si llevamos el flujo φX en M a Γ̃x/∆̃ a través de la identificación I obten-

emos un flujo φ̃X : R × Γ̃x/∆̃ → Γ̃x/∆̃ tal que φ̃X(t, [γ̃]) = [ ˜γϕγt ] donde ϕγt : [0, t] → M es

ϕγt (s) = φX(s, ω(γ)).

φ̃X(t, p) = I(φX(t, I−1(p))) por lo que φ̃X es un flujo suave (diferenciable para la estructura

diferencial obtenida de la difeoloǵıa).

El mapa Lx : Γ̃x/∆̃→ Lx(Γ̃x)/∆̃ es suave si consideramos en Lx(Γ̃x)/∆̃ la difeoloǵıa DL, por

lo tanto el mapa P = q ◦ Lx : Γ̃x/∆̃ → Tβ1 es un mapa suave y por ende diferenciable para

las estructuras diferenciales obtenidas de las difeoloǵıas. Además P es una semiconjugación

entre φ̃X y φY que es un flujo lineal.
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Estamos entonces en las condiciones del teorema 2.3.3 por lo que si probamos que P es

sobreyectivo en homoloǵıa tendremos que P es sobreyectivo (y por ende q) y que φY es un

flujo diofantino.

P es sobreyectivo en homoloǵıa:

Para esto tomemos h ∈ H1(Tβ1 ,Z), h puede representarse como h = [γ], donde γ : [0, 1] →
Tβ1 se levanta a γ : [0, 1]→ W ∗ con γ(0) = 0 y γ(1) = l ∈ L.

q′(∆̃) = L por tanto existe δ : [0, 1]→M tal que δ(0) = δ(1) = x y tal que q′(δ̃) = l.

Consideremos ahora P ◦ I ◦ σ : [0, 1]→ Tβ1 y veamos que se levanta a c : [0, 1]→ Tβ1 tal que

c(0) = 0 y c(1) = l, lo que probaŕıa que h ∈ P∗()H1(Γ̃x/∆̃,Z) ya que I ◦ σ : [0, 1]→ Γ̃x/∆̃ es

una curva cont́ınua y cerrada.

Observar que I ◦ δ = π ◦ ν donde π : Γ̃x → Γ̃x/∆̃ es la proyección cociente y ν : [0, 1] → Γ̃x

es ν(t) = ˜ϕ(t) siendo ϕ(t) : [0, 1]→M es ϕ(t)(s) = δ(ts).

Luego P ◦ I ◦ δ = π′ ◦ q′ ◦ Lx ◦ ν donde π′ : W ∗ → Tβ1 es la proyección cociente (y el mapa

de cubriemiento universal). Observar que esta curva se levanta a la curva c = q′ ◦Lx ◦ ν que

vale c(0) = 0 ∈ W ∗, y c(1) = q′(Lx(ν(1))) = q′(Lx(δ̃)) = q′(δ̃) = l.

�
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